LEONHARDI EULERI OPERA OMNIA 

SDB AESPICIIS SOCIETATIS SGIENTIARUM NATURALIUM HELVETICAE 

EDENDA CUBAVBETINT 

FERDINAND RUDIO ■ ADOLF KRAZER • PAUL STACKEL 
SEMES I . OPERA MATHBMATIGA • VOLUMEN XM 


LEONHARDI EULERI 

INSTITUTIONES 
CALCULI INTECRALIS 

EDIDERUNT 

LLIEDTUCH mGEL ET LUDWIG- SCHLESINGER 

VOLUMEN TERTIUM 



LIPSIAE ET BEROLINI 
TYPIS ET IN AEDIBUS B. Cx.TEUBNERl 
MCMXIV 



LEONIIARDI EULERI 

OPEEA OMNIA 



LEONHARDI ETJLERI 

INSTITUTIONES 
CALCULI INTEGRALIS 


EDIDBllUNT 

FRIEDRICH ENGEL ET LUDWIG SOHLESINGER 


VOLUMEN TERTIUM 



LIPSIAE ET BEROLINI 
TYPIS ET IN ABDIBUS B. G.TEUBNERI 
MOMXIV 



VORWOKT DBR HERAUSGEBER 


IiB zweiten Bancle cler InsUtutiones calculi intec/raUs bilden die Kapitel tlber die 
linearen gewblinliclien Differentialgleicliungen zweifcer Ordniuig eine ausgedehnte Tlieorie von 
grofier Tragweite, der gegeniiber alles andre, Avas die beiden ersfcen Bande ilber die gewdlin- 
licben Differentialgleichungen bringen^ weit ziiriicktritt. Der vorliegeiide dritte Baaidj der 
dreizelinte der ersten Serie der Opera omnia^ enthalt Iceine Theorie, die sich an Uinfang nnd 
Bedeutniig init der eben erwabnten messen konnte. Aber da Euler hier auf dem weiten 
Gebiete der partiellen Different] algleidiiingen alle die Probleme znsammenstellt, die damals 
nnd zwar hanptsachlicli docli durcli ihn selbet bereits gelost waren^ so bringfc axicli dieser 
Band vieles, was heiite noch wicMig ist: Keime Ictinftiger Entwickelungen^ aiis deiien in- 
zwiscben selbstandige Theorien hervorgegangen sind. 

Es ist eine merkwllrdige, wenig beachtete Tatsaclie, daB Euler, der fiir die ge- 
wohnlicheii Differentialgleicliimgen in zwei Veraiiderlichen so viel getan hat, in seinem 
Galciilus mtegrdlis liber die simnltanen Systeine von gewdhnlichen Differentialgleichungen 
in drei nnd mehr Veranderliclien fast gar nichts zu sagen hat, Nur an einer spater zu er- 
wahnenden Stelle bildet ein System dieser Art in drei Veraiiderlichen den Gegeustand einer 
besonderen Untersuchnng. In der systematischen Einteilung des Calculus integraliSj die er 
an die Spitze seines Werkes stellt^), ist iinmer nur von einer nnbekannten Fiinktion die 
E-ede, nnd obwohl er dnrch die von ihm behandelten Probleme oft genng anf simultane 
Systeme geiuhrt Avird, die zu integrieren sind^), macht er doch nirgends eine Andentnng, 
daB anch eine selbstandige Theorie derartiger Systeme raoglich nnd notig sei. 

Hiexmit stiinmt liberein, daB Euler auch in der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen iinmer nnr den Pall einer nnbekannten Pnnktion behanclelt, die einer gegebenen 
Gleicbimg gentlgen solh Die Betraohtung melirerer Gleiohnngen, die gleichzeitig zu befrie- 

1) Vol I, § 13; Leonhard j Buleri Opera omma^ series I, voL 11, p. 8, 

2) A. a. 0. § 493>— 529, im ‘darauf folgenden Bande § 1124 und im vorliegonden § 349} 
367, 373-377, 
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Im zweiten Bande der Institutiones caloiili integralk bildeii die Kapitel iiber die 
] in eaten gewdlniliclieii Diifeteiitialg’leiclumg’en zw eiter Ordnnng' eine ansgcdeliiite Theoiie von 
groBer Tragweite, der gegentiber alles andre, was die beideii ersten Bande liber die gewbbn- 
liclien Differentialgleicbnngen briiigen, weit zAiruektriti Der vorliegende dritte Band, der 
dreizelinte der ersten Serie der Opera omnia^ entbalt keine Theorie, die sicli an Umfang mid 
Bedeiitnng init der eben erwabnten inessen konnte, Aber da Boleii bier auf dem weiten 
Gebiete der parfciellen Differentialgleirdmngen alle die Problenie zAisanimenstellt, die damak 
mid zwar hanptsaclilicli docli dutch ilin selbst bereits gelost warenj so bringt aiieli dieser 
Band vieles, was lieute noch wiclitig ist; Keiine kiinftiger Entwickelungeii, aus denen in- 
zwischen selbstiindige Theorien hervorgegangen sind. 

Es ist eine inerkwurdige, wenig beachtete Tats ache, dafi EuTjRII, der fiir die ge- 
wdlmlicheh Differentialgleichiingen in zwei Veranderlichen so viel getan hat, in seinem 
Cfilciilus intef/ralis uber die simultaneii System c von gewohnlichen DiiFerentialgleicliimgen 
in drei mid mehr Veranderlichen fast gar nichts zu sagen hat* Niir an einer spater zn er- 
wahnenden Stelle bildet ein System dieser Art in drei Veranderlichen den Gegeiistand einer 
besonderen Untersiichung. In dor systeinatischen Binteiliing des OalcMhis integraliSj die er 
an die Spitze seines Werkes stellt^), ist immer nnr von einer unhekannten Eunktion die 
Rede, und ohwolil er dnrch die von ihm hehandelten Prohleine oft genug auf simultane 
Sy’steme gefiihrt ivird, die zu integrieren sind^), macht er doch nirgends eine Andeutung, 
daB auch eine seihstandige Theorie derartiger Systeme moglich und notig sei. 

Hiermit sthnmt iiberein, daB Buleu auch in der Theorie der partiellen Differential- 
gleiohungen immer nnr den Pall einer unhekannten Puiiktion hehandelt, die einer gegebenen 
Gleichung geniigen soil. Die Betrachtmig mehrerer Gleichungen, die gleichzeitig zu befrie- 


1) Vol. I, § 13; Lkonmardi Bulerj Opera omnia^ series I, vol 11, p. 8. 

2) A. a, 0. § 493—529, im *darauf folgeadon Bande § 1124 und im vorliegendeii § 349, 
367, 373-377. 
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cligen waren, schlieBt er aus. Er eiidart in § 444^ das Problem sei durcb eine Gleicliung 
voUstandig bestimmt; dnroli zwei Gleiclitmgen sei es iiberbestimmt und lasse eine Losung 
nnr in gewissen Fallen in denen die eine Gleiclinng soznsagen a ebon in der andern ent- 
balten sei. 

Den ganzen im Yorliegenden Bande zu bebandelnden Stoff zerlegt Euler in zwei Teile. 
In dem ersten^ bei weitem ansgedebnteren, behandelt er in drei Absebnitten die Bestim- 
mnng einer Fnnktion von zwei nnabbangigen Veranderlicben, wabrend er den zweiten, iiber 
die Funkfcionen dreier Yeranderlicber, niebt einmal in Abschnitte gliedert (§429), denn er 
konne, wie er selbst erklart (§ 468), bier dock kanm iiber die ersten Anfange binansgeben. 

Als Einleitung zn den partiellen Differentialgleicbnngen erster Ordnung mit zwei un- 
abbangigen Verandeiiicben (Teil I, Absebn, I) dient ein Kapitel iiber die Gleicbimgen von 
der Form Pdx Qdy jRd0 ^ 0^ wo P, P Pnnktionen von jr, y, 0 sind. Euler be- 
sebrankt sicb bier von vornberein auf die Betracbtimg des Falles, wo diese Gleicbnng ans 
einer endlicben Gleicbnng von der Form f(x, y^ 0 ) == Const, durcb Differentiation nnd nacb- 
berige Division mit einer Fnnktion von x, y, 0 entstanden ist nnd also dnreb Mnltiplikation 
mit einem Faktor integrabel wird. DaB die bierfiir notwendige Bedingnng, das identisebe 
Versebwinden des Ausdrncks LP + + NIi (§ 6), aucb binreicliend ist, betraebtet er in- 

folgedessen als selbstverstandlicb, wenigstens findet sicb nirgends eine Andentnng von der 
Notwendigkeit eines Beweises^). Bei diesem Ansgangspnnkte ist es aneb vollstandig zu ver- 
steben, dafi Euler Gleicbnngen, fiir die ^LP 3£Q -\- NB niebt identiscb versebwindet, 
ganz von der Betracbtnng ansscblielJt und sie immer von neiiem als „absnrdas“ nnd „nibil 
plane significantes^i bezeiebnet (§ 2, 6, 7, 11), Dm so notiger ist es, darauf binzuweisen, 
daB Euler sebr wobl wnBte, die Gleicbnng LP + MQ i- NP = 0 koiine nnter Uinstanden 
eine Losung der Differentialgleicbnng liefern^). 

In seinen Briefen an W. J. G. Karsten (1732 — 1787) spriebt sicb Euler in libn- 
licber Weise wie bier iiber die Gleicbnngen von der Form Pdx+ Qdy + Bd0 ^ 0 aus^), 
er fiigt aber binzn, daB aneb eine niebt integrable Gleicbnng dieser Art, wenn nocb eine 
zweite Differentialgleicbnng erster Ordnung zwiseben rr, y, 0 binzukonimt, immer anf ein 
losbares Problem fiibrt. Anf den Gedanken ist er jedoeb niebt gekommen, daB man eben 

1 ) Den ersten Beweis bat LAaRANO-n gegeben: Stir VmUgration des equations cl differences 
partieUes die premier ordre, ITonv, mem. de Tacad. d. sc. de Berlin (1772), 1774, p. 353; 
Oeuvres de LAGRAms^ t. Ill, p. 64-9. 

2 ) Vgl, Institutiones calculi differeniialis ^ partis prioris § 324 et 326; Leoniiardi Puleri 
Opera omnia^ series I, vol. 10, p. 211. 

3 ) Es sind die Briefe vom 6. Jnli nnd 6. August 1760, abgedmckt in der Allgemeinen 
Monatssobrift fiir Wissensebaft nnd Literatur, Braunschweig 1854, p. 328— 333; Leoneardi 
PviERi Opera onmia^ series III. 
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deslialb aucli der Gleichung* JPdx-jr Qdy 0 an sicli einen Sinn beilegen konne. 

Das zn tun war MONGiE vorbelialten^ dessen Anffassnng dann dnrcb J. P. PFAi^i^ nnd spatai 
durch SoPHUS Lie eine so aufierordentliclie Bedeutimg fiir die partiellen Difierential- 
gleiclinngeii erster Ordnung gewonnen liat. 

Am Scblusse des. einleitenden Kapitels (§ 31) spriclit es Eulek mit voller Klarlieit 
ans, daB eine partielle Differentiaigleichnng erster O.rdnnng zwiscben y, 0 als gelost an- 
ziiselien ist^ wenn es gelingt^ sie auf die Litegration gewdbnlioliei DifPerentialgleicbiingen 
in zwei Veranderlichen znruckznfiibxen. Dabei wird, wie er spater (§ 113) nocb gelegentlioli 
erwahnt, die Anflosnng von Gleiclmngen beliebigen Grades , ja sogar die von transzen- 
denten, ein fiir, allemal als zugestanden angenommen. Weil Him nun aber die Ziiruck- 
flibrung auf gewoimlicbe Differentialgleicbnngen niclit allgemeiix gelnngen ist, so teilt er 
in § 32 die zu behandelnden partiellen Differentialgleicbnngen rein auBerlicli nacb Hirer 
Schwierigkeit ein, also danacli, ob von den GroBen ^ — jo nnd === (? nur eine anf- 
tritt Oder beide, nnd im zweiten Falle danacb, ob von den GroBen Xj y, 0 nur eine, zwei 
Oder alle drei vorkonimen. 

Hierdurcb ist der Inhalt der Kapitel II — VI des I. Abschnitts bedingt. Nalier daraul 
einzugehen ist imnotigj nur ein paar allgem eine Bemerkungen dilrften am Platze sein. 

Es stellt sicli sofort lieraus (§ 33), daB die allgemeine Losung einer Differential- 
gleicliung der bier betrachteten Art eine willkllrlicbe Punktion einer veranderlichen GroBe 
enthalt, und Euler wird nicht miide, hervorzubeben, daB man nnter diesen willkilrlicben 
Punktionen keineswegs bloB „fiinctiones continuas^^ zn versteben babe, also „fiuictiones per 
operationes analyticas conflatas^^, daB man sie sicb vielmehr ebensogui als „fiinctiones dis- 
continuas'^ denken Icoiine, das lieiBt als solche, wie sie eine „curva quaecunquo libero manus 
ductu descripta^^ liefert, und sei aucb die .Kurve „maxiine irregularis et ex pluribus paiti- 
bus diversarum curvarum conflata« (vgl. besonders § 37, 299 imd 301) i). Er gedenkt dabei 
aucb (§ 37) olme Namensnennung seines bekannten Streites mit d'Alembert iiber die 
allgemeine Losung der partiellen Differentialgleicbung fiir die schwingenden Saiten, eines 
Streites, der bekanntlicb spater von DAr^lEL Bernoulli neu aufgenommen wurde und das 
o-anze acbtzelinte Jabrbundert Miidurcb die Matbematiker in Aufregung versetzt bak 

c7> 

Zu erwalmen ist sodann, daB Euler immer mit der Grleichung d 0 — pdx -- q(2y 0 
operiert, die er auf alle moglicben Arten integrabel zu machen sucht. Es ist in hohein Grade 
bemerkenswert, wie sehr bei Him schon die fllnf Veranderliclien x^ j/, 0 ^ P) q als gleioli” 


1) Vgl. aucb die Abbandlung 322 des Enestromschen Verzeicbnisses: Be usu funciiomtni 
disG 07 ttimantm in analyst^ l^ovi comment, acad, sc. Petrop. 11 (1766), 1767, p. 3; LjsoNffARDi 
JHuLERi Opera omnia^ series I, vol. 23; 

Lbonharpi EunEiu Opera omnia I18 Inatitutiones calculi integralia b 
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berechtigfc ersclieinen. Fttr ihn ist es daher nicht im geringsten storend, daB sicli in alien 
schwierigeren Fallen die allgeraeine Losung nur durch zwei oder gar drei Gleiclinngen 
zmsclien x, 3, p, q darstellen laBt (§ 84, 86 nnd 87), denn man kann ja zwei beliebige 
unter diesen funf GrdBen als nnabbiingige Veranderlicbe benntzen. Unter diesein Gesicbts- 
punkte ist es fiir ihn etwas ganz selbstverstandliches, die Gleichnng d3 =f(pdx + qdy) in 
der Form 

0 = px + qy —f‘(xdp + ydq) oder 0 = px ■\-J{qdy — xdp) 

zn scbreiben (§ 82, 109) nnd also an Stelle von 0 die GroBen 0 — px — qy oder 0 — px 
als neue unbekannte Funktionen einzufuhren. Was er hier macht, ist niohts andres als die 
Ausfuhnmg gewisser Berubrimgstransformationen im Sinne von Lie; nur die formelle Ver- 
einfaclinng fehlt noch, daB die benutzten Operationen ausdriioklich als Transformationen in 
den Veranderlichen a:, y, 0 , p, q gesclarieben werden. Es ist daher nicht riohtig, daB man, 
wie es meistens gescliieht, die dem ersten Falle entsprecliende Transformation 

0 ,‘^ 0 -xp-yq, x^=p, 2/1 = g, p,^-x, q^^-y, 

die ja als analytisoher Ansdrnck der Dnalitiit von ganz besonderer Wichtigkeit ist, nach 
Legendre benennt nnd die dem zweiten Falle entsprecliende 

0 i = 0 ~px, x^-=p, p^^ — x, 1 / 1 = 2 /, 

nach AmpIire. Man sollte vielmehr, wie es Lie in seinen ersten Arbeiten getan hat^), beide 
Transformationen nnd ihre Verallgemeinernngen anf beliebig viele Veranderlicbe schlechthin 
als Eulersche Transformationen bezeiclmen, nm so mehr, als Eueer selbst solche Trans- 
formationen anch. anf partielle Differentialgleichnngen erster Ordnung in vier Veranderlichen 
angewendet hat (§ 486, 489). 

Die Darstellnng der allgemeinen Losung einer partiellen Differentialgleichnng erster 
Ordnung dnrch mehrere Gleichungen bringt es mit sich, daB Euler hanfig, wenn er die 
Integration anf verschiedene Arten ausfnhrt, ganz verschieden aussehende Formen fiir die 
allgemeine Losung erhalt; doch liabeu diese verschiedenen Formen immer das gemein, daB 
in jeder eine willkiirliche Funktion einer veranderlichen GroBe nnd auBerdem die Ableitung 
dieser willkurlichen Funktion auftritt. Euler klart . diese Erscheinung anf, indem er jedes- 
mal zeigt, wie die eine Form anf die andre zuruckgefilhrt werden kann (§ 118, 119, 121, 
122, 177). Die Umformungen, die er da anwendet, sind im Gruu.de wieder Bernhrungstrans- 
formationen, diesmal aber Beruhrnngstransformationen der Ebpne, nnd zwar treten deren 


1) Vgl. die Abhandluug von Lib; Allc/mneine Theorie partkller Differentialr/leichmyen 1. 0. 
Eorhandlinger i Videnskabsselskabet i Christiania 1874, p. 209 u. 226; S. Lm, Gesam- 
meHte AWiandhmgen, Bd. Ill, p. 159 u. 174. 
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inelirere aiif von g'anz TerscMedener I'orin. Einmal iDeniTtzt er aticli eiiie solelie TJmfoj'inmig', 
iim die gefundene allgemeine Losing einer DifPerentialgleiclnmg yon Logaritlimen zu. die- 
freien imd dadurcli zn vereinfaclien (§ 169); die betreifenden Operationen kommen daranf 
Mnans, dafi an Stelle einer -willkurliehen Punktion u Ton t eine willkurlicbe Funktion Mj 
von durcli die Bernlirungstransformation 




du 

dv 


(log^-t- 


dxi. T j. \ ^ ^ 


eingefiihrt wird. 

In diesen Enlwickelnngen Bulers hat man Vorlaufer gewisser Untersucbimgen Jacobis 
zu erblicken. Jacobi bat zuerst allgemein gezeigt, wie man ans einer yollstandigen Losung 
einer partiellen Differentia] gleicbung erster Ordnnng dnrcb gewisse Umformnngen alle andem 
yollstandigen Losnngen ableiten kann^), nnd diese Untersnebnngen Jacobis bimviedermn 
Sind eine der Qnellen, ans denen unter den Handen yon Lie die allgemeine Tbeorie der 
Berubrnngstransformationen bervorgegangen ist. 

Es war Eueer nicbt gelungen, die allgemeine partielle Differentialgleicbnng eister 
Ordnnng zwiscben x, y, s auf gewobnliebe Differentialgleicbnngen znriickznfubren, er war 
sogar nicbt einmal imstancle, das fur die allgemeine lineare Gleicbniig zn leisten. Der all- 
gemeinste Fall dieser ibtzteren Gleiebnngen, den er erledigt (§ 209, 407), bat die Form 



wo P nnd Q beliebige Fnnktionen' von a:, y sind nnd ^ eine Funktion von allein. Docb 
ist aucb diese Erledigung insofern nnbefriedigend, als er sie daranf griindet, dafi man bei 
gegebenen P nnd Q immer M nnd N so wablen konne, dafi der A.usdruck 


Mdx -j- Ndy 
N Q 


iiategrabel -werde, walirend er nicbt zeigt, wie diese letztere Aufgabe wirMich gelost werden 
kann. Uin so aiiffallender ist es, daB er in der xweiten Abteilnng (§ 484) die allgemeine 
lineare hoxnogene partielle Different! algleicliniig erster Ordnnng in vier Veranderliclieii tat- 
sacblicb auf gewbbnliclie Differ entialgleichungen zuruckfiihrt. Er zeigt nainlich, daB die 
Gleicbung 


1) VgL die nacbgelassene Abbandlting von Jaoobi: TJeler die volMindirjen Ldsimgen dner 
partiellen DifJ'ereniialgleichimg crsier Ordnimg in den Yorlesxmgen il^er Dynamih, berausg, von 
A. Olebsgh, Berlin 1866, p. 471; (?. 6r. J. Jacobis GeaammcMe Werhe^ Bd. Y, p. 397. 
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ill tier M, N Punktionen von y, ^ sind; gelost ist, sobalcl es gelingt, 'Awei Systonie 
von MultipEkatoren Ej F xmd G, H so zii bestimmen, daS die Ausdriicke 

E[dx - ^ + F(dy - G{dx - ^ + H(cly - 

integrabel werden, bemerkt aber freilich dazu^ das kbnne wohl anscheinend immer gelelsfcet 
werden, sei aber eine Anfgabe, die meistens schwieriger ausfalle als die urspribiglioho. 
Hieraus scheiiit hervorziigehen, daB Euler den Zusammenhang dieser Aufgabe init der In- 
tegration der gewbhnlicben Differeiitialgleiclumgen 

dy d 0 

nichfc erkannt hat; sonst wiirde es ihm wohl auoh nicht entgangen sein, daB die allgomeine 
lineare jmrtielle Differentialgleichnng in x, y^ ^ 

aiif dasselbe Litegrafcionsproblem fuhrfc. Das Ganze ist ein ueuer Beweis daitlr, daB dio all- 
gemeine Tbeorie der simultaneii gewohnliclieii Different algleiohmigen erster Ordmmg Eulkr 
nocli fern lag, , • 

Dafi Eulers Leiskngen in der Tbeorie der partiellen Differenlialgleicjlmrigen orstor 
Ordnnng zwischen x, y, s fiir die Gescliiclite dieser Tbeorie wenig Bedentung hal)on, liegl; 
daran, daB seine besondern Metboden fast alle entbebrlich warden, als es gelang, das all- 
gemeine Problem auf gewobnlicbe Differentialgleichungen zuriickzufilhren, was bekaimtlich 
zuerst LaCtEANGE geleistet hat. Bei den partiellen Diiferentialgleichnngen zweiter and holierer 
Oidnung ist diese Zin'iickfiihrung iiberhaupt nicbt allgemein mSgliob; EuLliit aber war der 
erste, der groBe Klassen von Differentialgleichungen angegeben hat, wo sie inoglich ist, 
and deshalb werden seine Untersuchungen hieriiber (Abschn. 11 und. DI von Teil I, ira 
ganzen 8 Kapitel) in der Geschichte der Tbeorie dieser Gleiobungen iminer an erster Stello 
zu nenneii sein. Sie miissen daber auch bier etwas naher besproohen werden. 

Wir erwabnen zuerst eine Bemerkung, die Euler bei der Behandlung der Differential- 
gleiebungen der scbwingenden Saiten gelegentliob (§ 30,1) inacbt and auf die er auoh spiiter 
(§420) zuruokkommt. Er hebt namlich bervor, daB, ini Gegensatze zur Differentialgleiobung 
der scbwingenden Saite, die allgemeine Liisung der Gleichung 

(ddz\ /ddz\ ^ 

auf imaginare Ausdriioke ftthrt, die nur dann die Form P ± QV- I erhalten kcinnen, wenn 
die betreffenden willkiirlicben Punktionen „per operationes analyticas sunt conflatae, boo est 
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contiuuae^, wahrend diese Aiisdrucke alle Bedeufcung verlieren, wenn die mllkurliclieii Funk** 
tionen nach seiner Bezeiehnungsweise „discontinuae“ sind. Es war ihm also vollstandig klar, 
dais zwischen den beiden Typen von partiellen Differentialgleickungen zweiter Ordnnng, die 
man Keuteutage hyperbolisch. und elliptiscb nennt, ein Wesensunterschied kestelit^). 

Nun zu den wicbtigsten Einzeluntersucbungen. 

Da die Differentialgleicbung 

(^) + ^© + e© + ^' + «-''- 

in cler P, Q, E, 8 Funktionen von x, y sind, unmittelbar auf eine gewolmlicke Differential- 
gleickung hinauskommt, wenn R xind einer der Koeffizienten P, Q verschwindet, so unter- 
suclit Euler, wann die allgemeine Gleiehung durck eine Substitution Yon der Form: 
g^ve^ in eine integrable Gleichung filr v iiberfiibrbar ist (§ 287—295). Sodann betracbtet 
er (§ 302—321) andre Eormen von linearen partieUen Differentialgleicbungeu zweiter Ord- 
nung, die dadurcb, dafl man an Stelle von x und y neue unabhangige Veranderlicbe t und 
M einfubrt, auf die eben g'efundenen integrabeln Formen gebracbt werden kdnnen. 

Eine wicbtige Rolle in der Geschicbte der Tbeorie spielt die partielle- Differential- 
gleicliung zweiter Ordnung 

(» + »)■(«?) + 

die von § 322 an behandelt wird; in etwas allgemeinerer Form, obne daB die beiden mitt- 
leren Koeffizienten als gleicb angenommen werden, ist sie spater von Laplace beliandelt 
worden^) und Darboux auBert fiber sie: „De toutes les equations que nous aurions pu 
cboisir, il n'en est aucune dont I’etude presente plus d’intergt et puisse fournir autant 
d'indications precieuses sur I’inte'gration des Equations lineaires les plus generates." “) 

Indem er die Gleicbung durcb eine unendlicbe Reibe befriedigt, die nacb Potenzen 
von x + y fortsobreitet, gelangt Euler zu den Fallen, in denen die allgemeine Losung in 
endlicber gescblossener Form darstellbar ist, und erbiilt so Differeiitialgleicbiingen, in deren 
allgemeiner Lfisung eine willkfirliebe Funktion einer veranderlicben GroBe und die Ab- 
leitungen dieser Funktion bis zu einer beliebigen Ordnung aiiftreten. Euler hebt das selbst 
als etwas Neiies und Merkwfirdiges hervor (§ 327, am Schlusse). Sodann untersucht er 
(§ 330); wauii, die allgemeinere Dleicliung 

" (il)-eedS)+iJ(-|f) + s(a + ^'=» 

1) Vgl. etwa luoyklopadio der Math. Wiss., Art. II A 7e (A. Sommeiipeud) Nr. 8. 

2) Vgl. die Note p. 212. 

3) G.-Darboux, LeQons sur la tliiorie fjenerale des surfaces, II. partie, Pans 1889, p. 56. 
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durch Einfiihrung neuer Veriinderlicher auf die Her betracHete Form gebracH werden 
kann, und gelangt so zu unendlicb vielen integrablen Gleicbuugen, die enter anderm fib- 
die Sobwingungen der Saiten von veriinderUeher Dicke und fur die Fortpflanzung des 
Scballes von Bedeutung sind (§ 333—345). Die auffallende Analogie der gefundenen inte- 
grablen Fillle mit den aus der Theorie der Riccatischen Gleicbnng bekannten gibt ilun 
VeraHassung, den innern Grund ftir diese Analogie zu entwickeb (§ 346). Durch die Sub- 
stitution wo eine Funktion von a; allem ist, erhalt man namEeli fiir i, eine 

gewobnEcbe Differentialgleicbung zweiter Ordnung, die unmittelbar auf die Eiccatische 
zuriickfiibrbar ist. Man siebt Heraus, dafi aucb das Verfaliren, erne Losung von der Form 

sucben, auf Euler zuriickgebt; in dieser allgemeineren Fassung tritt es 
txbrigens an einer spateren Stelle aucli nocli atif (§ 414). 

Sehr merkwiirdig ist das Verfahren, das Euler m § 349 entwickelt, urn aus einer 
Gleichung von der Form 

(i?) +«(:;:) +ir», 

wo F, a, B ftaktioiia, von »• sind, neno Hleicliungen absuleilsn, die integriert werden 
konnen, wenn jene integrabel ist. Er setzt namlicb. 

^=M(^) + Nv, 

wo M und N ebenfalls nur a; enthalten, und bestimmt M und N so, dafi ftir eine 
Differentialgleicbung von abnlicber Form berauskommt, . wie die fiir v angenommene. Wir 
baben Her die ersten Anfange der beriibmten von Laplace gesobaffenen Transformations- 
theorie der linearen liomogenen partiellen DifferentialgleicHingen zweiter OrcHung. 

Setzt man Ms, so bleibt Jf beUebig, wabrend s einer Differentialgleicbung von 
der Form 

Ci(x) + (i(x)s + y{x)s^, 

also nacb unserer jetzigen Ausdrucksweise einer aJlgemeinen Riccatisqhen Gleicbung ge- 
niigen muB. Die Bebandlimg einiger besonderer Fiille veraHafit Euler zur Einsclialtung 
von Entwickelimgen fiber Uneare bomogene gewobnlicbe Ditferentialgleicbungen zweiter 
Ordnung, die die betreffenden Untersuobungen des zweiten Bandes der InstituUones vervoU- 
standigen (§ 363, 369—366). 

Erwabnenswert ist es, dafi bierbei m § 353 die Differentialgleicbung auftritC die 
spater nacli Bessel benannt worden ist. Ferner findet man in § 364 und 365 Diff'erential- 
gleicbungen, die durcb die Substitution x = sin© in diejenigen fibergeben, denen die Roef- 
fizienten der Entwicicelung des Ausdrucks (1 - 2 ax + nacb Potenzen von « Genfige 
leisten. In diesen Koefiizienten sind bekanntlich als besondere Falle aucb die Legendrescuek 
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Polynome enthalten, die in der Lehre Ton den Kugelfimktionen eine Bolle spielen^). Ent- 
wickelungen des erwaiinten Ansdrucks fiir x = cos 9 ? naoh den Cosinus der Vielfaclaen Ton cp 
treten zuei’st in Abliandiungen Euleks zur Storungstlieorie auf und spater nock wiederlioLt 
in andern Arbeiten, unabhangig yon der Sfcorungstkeorie ®). Sie liaben dann den Gegenstand 
ausgedeknter Untersuckungen der kervorragendsten Matkematiker des 18. Jakrkunderts ge- 
bildet; knupft dock auck Gauss in seiner Abkandlung liber die kypergeoinefcriscke Reihe 
(1812) unmittelbar an diese Entwickelungen an^). 

In § 367 yerallgemeinerfc Euler die yorkin besprockene Untersuckung nock, indein 
er die Substitution 

{ddv\ , / d2;\ . 

anwendetj es stellt sick jedock keraus, dab genau dasselbe durck zwei nackeinaiider aus- 
gefiikrte Substitutionen von der friiheren Form, wo JML beide Male gleich 1 gesetzt wird, 
erreickt werden kann. Das ganze Problem kangt ab yon der Integration eines siinultanen 
Systems von Gleiokungen erster Ordnung in drei Veranderlioken, aber dieses System ist 
wegen seiner besondern Besckatfenkeit auf zwei gewoknlicke Diftereiitialgleickiingen erster 
Ordnung in je zwei Veranderlieken zuriickfiikrbar. Es ist das die einzige Stelle des Galmliis 
integralis, wo Euler auf solcke simultane Systeine wirklick eingekt (§ 367 — 378). 

Erwaknung verdienen endlick nock die in § 403^ — 407 bekandelten Probleine, in denen 
Euler partielle Differentialgleickungen zweiter und dritter Ordnung betracktet, die durck die 
Substitution z -- e^'^v eine integrable Form annekmen. 

Der zweite Teil (§ 430 — 510), der sick init der Bestiinmung der Funktionen dreier 
Veranderlicker besckaftigt, entkalt iin Vergleick init dem ersten wenig Bemerlcenswertes. 
Ick mockte kier nur auf die elegante Art kinweiseii, in der Euler eine beliebige Gleichung 
zwiscken ^1) iu-tegriert (§ 489), und auBerdem auf die Untersuchungen tiber 

die Integration linearer komogener Differentialgleickungen beliebiger Ordnung mit konstanten 
Koefflzienten (§ 492 — 509). 

In einem Briefe, den Euler am 9,(20.) Januar 1767 von Petersburg aus an Lagrange 
gericktet kat, keifit es^): 

1 ) Ygl. z. B. Encyklopadie der Matk. Wiss. Art. II A 10 (A. Wanoeuik), Nr. 31, p. 730. 

2) Vgl, H. Burkhabdt, EniwicIcliMgcu victcli osHllifCfi>dofi EufiMio)tcyi , Jakresboriokt der 
Deutscken Matkematiker-Vereinigung, Bd. X, Heft II, § 17 und 19 (Leipzig 1908); ferner 
InsUtutiomm calculi integralis yol. I, § 279, 292, Leokmardt EuLKur Opera omnia j series I, 
vol. 11, p. 165, 176. 

3) 0, F. Gauss, WerToe, Bd. HI, p. 128. 

4) L. Eulbri Opera postunia 1, Petropoli 1862, p. 569; Oeuvres dc IjAORAmE, t, XIV, 
p. 210; Leonmardi Euleri Opera omnia^ series III. 
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„Des mon arrivee ici, I’Academie Imp6riale a bien vonlu se charger de rimpressioii 
de mon Onvrage snr le Calcul integral, qni a deja avance assez bien; mais, comme il y en 
aura trois Volumes in quartOj il faudra attendre encore plus quhm an, avant que tout soit 
acheve. Le troisieme Volume renferme la nouvelle partie du Calcul inti^ral dont le public 
sera toujours redevable a votre sagacite, et j^espbre que, par vos soiiis, cette partie que jo 
n’ai fait qu’ebaucher sera bientdt portee a un plus haut point de perfection/^ 

„La noiivelle partie du Calcul integral^ ist offenbar nichts anderes als der Caloiilus 
'OCiTidtionum ^ den Euler in dem ersten Anhange des vorliegenden Bandes dargestellt bat 
(p. 369— ’469). Beigegeben ist dann nocli ein Supplementumy das die schon im ersten 
Teile der InstiMiones (§ 580—649) untersiichten Differentialgleichungen, die auf die Ad- 
ditionstheoreme der zyldometrischen und der elliptischen Integrate ftlhren, von cinem neuen 
Gesichtspunkte aus behandelt. Die im ersten Teile gegebene Darstellnng war eine Wieder- 
gabe des Verfahrens, zu dem Euler gelangt war, als er durch die Entcleckung FAdNAKOS 
veranlaBt worden war, sich von neuem niit diesen Integralen zu beschaftigen. Euler 
empfand aber sehr wohl, daB diese Methode der Integration nicht ganz befriedigend ist, 
weil die Form der algebraisclien Integralgleichung nicht abgeleitet, sondern von vornherein 
angesetzt wird, um aus der Integralgleichung die Differentialgleichung zu gewinnen, der 
sie geniigt. In der Theorie seines integrierenden Faktors glaiabte nun EULini ein Mittel zu 
besitzen, diese indirekte Integrationsmethode durch eine direkte und ftlr alle Fiille gleich- 
maBig brauchbare zu ersetzen. Es ist ihm in der Tat gelungen, in dem Sttpplemeniuni 
einen solchen unmittelbaren und einheitlichen Weg zur Integration anzugeben. Aus nalve- 
liegenden Annahmen liber die Form, die der integrierende Faktor mdglicherweise haben 
wird, leitet er diesen Faktor wirkHoh ab, und es ist iramerhin denlcbar, dafl jemand, der 
das algebraische Integral noch nicht kennt, auf diesem Wege zur Integratioxi gelangt, Von 
der berlllimten LagrangEkSCHEN Methode zur Integration der betrelFenden Diffi^rontial- 
gleichnngen kann man das jedenfalls nicht sagen. 

Hi 

iU 

Der im Vorworte zum ersten Bande der InstituHoms mitgeteilte Plan ftlr die Ver- 
teilung des Werkes auf die beiden ITerausgeber ist vollstandig eingehalten worden, jodocb. 
hat jeder von uns beiden auch die dem andern zugewiesenen Teile bis ins einzelnste genau 
durchgearbeitet. Daher ist die gauze Ausgabe in alien ' ihren Teilen ah das Brgebnis 
unsrer gemeinsamen Arbeit, zu betraohten, und es versteht sich von selbst, daB Kollege 
SCHLESINGER auch ZU diesem Vorworte Beitrage geliefert hat, 


1) Vgl. die Anm,. p. 376, 

2) Vgl, das Vorwort zu. Bd, XX der ersten Serie der Opera* omnia. 
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Naclidcni niixLinelir das Gauze gliicldicli zu Ende gefillirfc ist^ konuen wir niclit unihiiij 
nochmals der peinUclieii Sorgfalt zu gedenken, mii der mis die Herren Redaktoreii der 
Eulerausgalie beim Lesen der Korrekturen miterstiltzi} kaben. 

Die bei der Herausgabe befolgten Grundsatze sind unveranderfc geblieben. Erwalmeii 
mocliteiL wir nxir, daiJ wir iins redlich beiniilit lialDen, liberal! da^ wo es no tig scliieiij Zitate 
binznziifiigen, selbstverstandlicli in erster Linie solcbe aus Eulers sonstigeii Scliriften, 
Diese nicht immer leichte Anfgabe wiirde nocb wesentlicli zeitraiibender gewesen sein, 
batten wir nicbt das musterhafte Bnestromsche Verzeicbnis znr Verfugung gebabt. 

GieBen, den 16. Juli 1914. 

F. Engel 
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OAPUT I 


DB NATIIRA ABQUATIONTM DIPPERENTIALIUM 
QTJIBUS PUNCTI0NB8 DDAEDM VARTABILIDM 
DBTERMINANTDE IN GBNERB 

PEOBLBMA 1 

1. Si 0 sit functio qmecunque duarum variaUlium a> et y, dcfinire indolem 
aequationis differentialis, qua relatio differ entialium dx, dy et dg exprimitur. 



SOLUTIO 

Pdx + Q^y + JR>ds = 0 


aeqiiatio relationem differ entialium dx, dy et ds exiirimens, in qua P, Q et B 
Sint fnnctiones qnaecunque ipsarum a;, y et Ac prime quidem necesse est, 
ut haec aeqnatio nata sit ex differentiatione aeqnationis cniuspiam flnitae, 
postqnam differentiale per quampiain quantitatem fuerit divisum. Dabittir 
ergo quidam multiplicator, puta M, per quern formula Pdx + Qdy -f lids 
multiplicata fiat integrabilis ; nisi enim talis multiplicator existeret, aequatio 
differentialis proposita foret absurda nihilque omnino declararet. Totum ergo 
negotium fine redit, ut character assignetur, cuius ope huiusmodi aequationes 
differentiates absurdae nihilque significantes a realibus dignosci queant. 

Hunc in finem contemplemur aequationem propositam Pdx-\- Qdy-\-Jtd0==O 
tanquam realem. Sit M multiplicator earn reddens integrabilem, ita ut haec 
formula 

MPdx + MQdy + MBdg 

Leonhardi BuiiBri Opera omnia lis Institutiones calculi integralia ^ 
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sit verum differentiate cuiiispiam functionis trium variabilium a;, w et quae 
uncio SI ponatur = V, haec aequatio F= Const, futura sit integrate cora- 
pletum aequationis propositae. Siye igitur . sive .y sive . accipiatur con- 
stans, singulas has formulas 

MQdij + MJid0, MBds + MPdx, MPdx + MQdy 
seorsim integrabiles esse oportet; unde ex natura differentialium erit 

unde per evolutionem hae tres oriuntur aequationes 




{dM\ 


III. M 


dy 




bI”™ P® ^ ^ffipKcetur, in 

diyi^ eri™ IPBIUB M m tollent et reliqua aequatio per M 

^(3 - Ff) + 0 (S) - e (f ) + ^(f ) - = 0. 

urntertrln?—!'” MereutWeB reales ab absurdis discer- 

Pdx Qdy -^ ^ 0 

r oportet huiusmodi formulam uncinulis 

Lo sem/er ad? J ‘“f ““teris est tenendum, quae 
ergo semper ad functiones finitas reducuntur. ^ 
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COEOLLARIUM 1 

2. Proposita ergo aeqnatione dilfereBtiali inter tres variabiles 

I*dx + Qdy + Bds == 0 

ante omnia dispiciendum est, utrum character inventus locum^ habeat necne. 
Priori casu aequatio erit realis; posteriori vero absurda et nihil plane signifi- 
cans neque unquam ad talem aequationem nllius problematis solutio perdn- 

cere valet. 


COROLLAEIUM 2 

3. Character inventus etiam hoc modo exprimi potest 

^dQ— QdF'^ ^QdB — EdQ '^ ^dP^^Fdli ^ ^ 0 ^ 

quandoquidem uncinulae non quantitates Anitas afAciunt, sed solam differen. 
tiationem ad certam variabilem. restringunt. 


COROLLARIUM 3 

4. Simili modo si aequatio haec characterem continens per FQB divl 
datur, ea hanc formam, induet 



quae etiam ita exprimi potest 



SOHOLION 1 

5. Quemadmodum omnes aequationes differentiates inter binas variabiles 
semper sunt reales semperque per eas relatio certa inter ipsas variabiles 
deAnitur, ita hine discimus rem s ecus se habere in aequationibus differen- 
tialibus, quae tres variabiles involvant, atque huiusmodi aequationes 

Bdx -j- Qdij r\- Bdn — 0 
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qu r!'' flmtas j, et * declarare, nW 

L ■* ™‘ character in^ntac locum 

^“fl“‘as huiusmodi aequationes ditferentialea 
v“t oulr T “11a prorsua relatio Anita con- 

Tdf »: urirtZi 

accoTriTnn^n+pp- r P^ssunt nullo scopo proposito, ad qaem sint 

'iut! r “r ad aeqnationem 

aasillm Ti n!t™ a** clraracterem 

nihil siKni«cana o,t T’ '’T ‘‘’“J™ “I"' °“™ aigniflcaret. I'alis aequatio 

quidem hnZ i + ydr = 0 neque pro ! alia 

S aurtl T” f * 1““ “‘1 aeVationi satk- 

taciat qum etiam character noster pro hoc eiemplo dat auao 

quanMaa, cum non eraneacat, absurditatem illiuc aequationk deciarat’ 

SCHOLION 2 

dead que?rex“«„“ “'™ 

Pdx -j- Qdy -j- Itdg == 0 
primo evolvantur aequentes valores 

(5B-©-i (SUS)-, ©H®-* 

et character noster hac continebitur expressione 

LP-^MQ + Nji^ 

finitam^ a^nMcpt^^' • pi’oposita erit realis et aeqnationem quandam 

S Xur i “a ? P>-»Pocite 

abauMa atque de eius integratione ne cogitandum quidem erit. 

Ita in exemplo supra posito erit 


bine 


^ ^ ~ iT, P = y^ 

L = ~l, = 

unde character ~x~y~s absurditatem indicat. Proferamus vero etiam 
exemplum aequationis realis «xcimus vero etiam 

^^{yy ■\-nyz-J^ ss) ~ x{y-\- nz)dy~xzds==0, 
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in qua ob 

P — yy ny^ zz, Q = — et iJ = coz 

erit 

L== — nx, M^ — Sz — ny et N=-^ + 2nz, 

unde 

Lpjf- MQ -^NB = — nx{yy -}- nyz-\- zz) + *( 2 / + nz){U + ny) — xz{^y + 2nz) 
— x ( — nyy — nnyz — nzz + Qyz -f ‘6nzz + nyy + nnyz Syz 2nzz) — 0, 

quare, cum hie character evanescat, aequatio haee differ entialis pro reali est 
habenda. Simili mpdo proposita hac aequatione 


2dx(y z) dy(x + 32/ + 20 ) + dz{x y) — 0 

ob ^ 

P=2y + 2z, Q=^x-\-3y-{-2z, E = x + y 

fit . . 

i = 2 — l=.l, . X=l — 2 = — 1 et N=2 — l^l 

hineque 

LP + MQ -^NB = 2y + 2z — x — 3y~2z-\-x + y = 0, 
unde ista aequatio differentialis erit realis. 


PROBLEMA 2 

7. Proposita aequatione differentiali inter ternas mriabiles x, y, z, quae sit 
realis, eius integrale investiyare, unde pateat, qualis functio una earuni sit hinarum 
reliquarum. 

SOLUTIO . 

Sit aequatio differentialis proposita « 

Pdx +■ Qdy + Bdz = 0, 

in qua P, Q, B eiusmodi sint functiones ipsarnm x, y et z, ut character 
realitatis ante inventus satisfaciat. Nisi- enim. ista aequatio esset realis, ridi- 
culum foret eius integrationem ten tare. Sumamus ergO'.hanc aeqnationem 
esse realem atque dabitur relatio inter ipsas quantitates x, y et z aequationi 
propositae satisfaciena; ad quam inveniendam perpendatur, si in aequatione 


14 LIBRI POSTERIORIS PARS^ PRIMA SECTIO PRIM A CAPUT I § 7-11 [10-11 

integrali una variabiliTiin, puta z, constans spectetur, ex eius differential! nihilo 
aequali posito nasci debere aequationem 

Fdoa + Qdy = 0. 

Vicissim ergo nna variabili, puta z, ut conatante tractata integratio aequationis 
differentialis Fdoa -b Qdy === 0, quae duas tantum variabilea continet, perducet 
ad aequationem integral em quaesitam, si modo in quantitatem constantem 
per integrationem ingressam ilia quantitas 0 rite involvatur. Ex quo banc 
regulam pro integratione aequationis propositae colligimus. 

Oonsideretur una variabilium, puta 0 , ut conatans, ut habeatur haec 
aequatio Pdco-\- Qdy = 0 duas tantum variabilea x et y implicans; turn eius 
investigetur aequatio integralis completa, quae ergo constantem arbitrariam G 
complectetur. Deinde baec constans G consideretur ut functio quaecunque 
ipsius 0 atque hac 0 nunc etiam pro variabili habita aequatio integralis in- 
venta denuo differentietur, ut omnes tres x, y ei 0 tanquam variabilea 
tractentur, et aequatio differentialis resultans comparetur cum proposita 
Pdx + Qdy -f- Pdz — 0, ubi quideni functiones P ei Q sponte prodibunt, at 
functio B cum ea quantitate, qua elementum dz afficitur, collata determi- 
nabit rationem, qua quantitas 0 in illam litteram G ingreditur, sicque obti- 
nebitur aequatio integralis quaesita, quae simul erit completa, cum semper 
in ilia Htterae G pars quaedam constans vere arbitraria relinquatur, cum haec 
determinatio ex differential! ipsius G sit petenda. 

COROLLAEIU-M 1 

8. Eeducitur ergo integratio huiusmodi aequationum differentialium tres 
variabiles continentium ad integrationem aequationum differentialium inter 
duas tantum variabiles, quae ergo, quoties licet, per methodos in superior! 
libro traditas est instituenda. 

COROLLi.EIUM 2 

9. Haec ergo integratio tribus modis institui potest, prout primo vel 0 
vel y vel x tanquam constans spectator. Semper autem necesse est, ut eadem 
aequatio integralis resultet, siquidem aequatio differentialis fuerit realis. 
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COROLLAEIUM 3 

10. Quodsi haec methodus tentetur in aequatione differential! impossi- 
bili, determinatio illins constantis G non ita succedet, ut earn variabilem, 
quae pro constante est habita, solam involvat; atque etiam ex boc critenum 

realitatis peti poterit. 

SCHOLION 


11. Quo baec operatic facilius intelligatur, periculum faciamus prime in 
aequatione impossibili hac 

zdx + xcly + yds = 0. 


Hie sumta s pro constante erit 

sda>-^xdy = 0 sen dy = ^ , 

cuius integrale est zlx '+y=C existente G functione ipsius Differentietim 
ergo haec aequatio sumendo etiam 2 variabile positoque dG—Dds, ut D 
sit etiam functio ipsius s tantum, erit 

y,y dslx = Dds sen sdx cody ds(colx Ha!) = 0; 

00 ‘ 

deberet ergo esse xlx ■— Dx=^y seu D = la> — qnod est absurdum. 

Deinde in aequatione reali 


2dx[y s) -]r dy {x Sy 2s) + ds(oo y) 0 


operatic exposita ita instituatur. Sumatur y constans, ut sit 

/ . „ 2dx ' ds f. 

2dx{y + ^) + ds(x + y) - 0 sen 


cuius integrale est 


2l(x + y) + l(y-}-^)-^0, 


ubi G etiam y involvat. 
differentiatio praebet 

seu 


Sit ergo dC = JDdy et sumto etiam y variabili 

2dx-\- 2dy d y + ds 

a? +j/ 2/ + ^ 


2dx{y + ^) + 2dyiy s) -\- dy (x y) + ds{x + 2 /) = Ddy(x + 2 /)( 2 / + «). 
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quae expressio cum forma proposita collata praebet D — 0, ideoque dC — O 
et G fit constans vera, ita ut integrate sit 

(x -f- yfiy + = Const. 

Huiusmodi igitur exempla aliquot evolvamus. 


EXBMPLUM 1 

12. Bums aeqmtionis differentialis realis 

dx{y H- ,?) + dy(x s) -{■ dz{x + y) == 0 

integrale investigare. 

Prime quidem patet lianc aequationem esse realem, cum, sit 

F=y-\-^, Q = x-}- 8, B = x-{-y, 

£ = 1 - 1 == 0 , 2 H = 1 — 1 = 0 , 2^=1 — 1 = 0 . 

Sumatur igitur g constans et aequatio prodibit 

dx{y + z) + dy{x-\-s!)==0 seu + 

cuius integrale est 


x+g y+3 

l{x^ 0 ) + l(y + e) = f:0] 


statuatur ergo 


(iB + 0){y -\-0)==Z, . , 

ubi natura fimctionis Z ex differentiatione debet erui. Fit autem 

dx{y + 0) dy(x + ^) + d0{x -\-y -{-20) = dZ, 

a qua si proposita auferatur, relinquitur 20d0 = dZ, bine Z = 00 0, ita ut 

aequatio integralis completa sit 

(x + 0){y 0) = 00 C seu xy X0 y0 = G, 

quae quidem ex ipsa proposita 

ydx + i^dx + xdy -j- 0cly + xd0 4- yd0 = 0 

facile elicitur, cum bina membra iuncta sint integrabilia. 
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EXBMPLTJM 2 

13. Eidus diferentialis aequationis realis 

dx(ay — id) + dyics — ct,cd) + ds(ba> cy) = 0 
aeqmtionem integralem completam invenire. 

Eealitas huius aequationis ita ostenditur. Cum sit 


erit 


ay — is, cs — aoo, B = ix — cy, 

L = 2c, M=2i, N=2a 


hincque manifesto LP-\~MQ-\-NIi — 0. 
lam sumatur s constans, ut habeatur 


dx 

eg — ax 


+ 


ay-lg ' 


ergo 


a 00 — ax 


statu atur ergo 

ay — Is ^ ^ 
eg — ax 

et differentiatio praebet 

adx(ay — lg)-\-ady{c0 — ax) + adg{hx — cy)_ny 
{cg-axf ' ' ' ’ 

ex cuius comparatione cum proposita fit dZ—0 et Z= C, ita ut aequatio 
integralis completa sit 

seu ay 4- nax = (i -i- nc)s. 

00 — ax 

Quodsi aequatio integralis ponatur 

Ax + Py + C 0 = O, 

bae constantes ita debent esse comparatae, ut sit 

J.C + + Ca = 0, 


sicque constans arbitraria concinnius inducitur. 


Leoxhaei)! Eulbei 0p6r0i omniai Ii3 InstitutionBB ceIcuIi intBgralis 
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COEOLLAEIUM 

14. Haec ergo aeqnatio integrabilis redditur, si dividatur per (c^ — axy, 
atqiie ob eandem ratiobem etiam M divisores (a^ — et (bx — ci/)^ idem 
praestant. Vi enim iategralis hi divisores constantem inter se tenent rationem. 
Namque si erit 


hx — cy —h — nc hx — c y 

c^ — ax a ay — bs 


■b~nc 

na 


EXBMPLUM 3 

15. Ekius aequationis differentialis realis 

dx[yy ys -{■ zs) + dy(ss + + d 0 (xx xy ■}- yy) = 0 

aequationem integralem completam investigare. 

Eealitas bnius aequationis inde patet, quod sit 

P = yy ys Q — -{- X 0 XX, M = XX xy -\- yy 

Mncque 

L = 20 X — X — 2y = 2(0 — y), M = 2x y — y — '2{x — 0 ) , 

]Sf=2y-\-0 — 0 — 2x=2{y — x), 

unde fit . 

LF+ MQ + NE == 2 (/ — y^) + 2 {x^ - 0 ^) + 2(^y^ - x^) = 0 . 

Ad integrals ergo investigandum sumatur 0 constans eritque 

dx dy 

xx-{-x 0 + 00 ' yy + y 0 + 00 

cuius integrale est 


0 , 


^ Ang. tang. Ang. tang. = 


0yB '20 + x 4*1/3 + y 

quae per collectionem horum angulorum abit in 

2 Ang. tang. 


* 1/3 


200 + X0 + y0 — xy 
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Statuatur ergo 

x0 + y0-{-xy ^ ^ 

‘i.gg-^xz\ys — xy 

liaecque aeqoatio differentietur sumtis omnibus tribus a;, 2 / et yariabilibus 
ac prodibit 

2gdx{yy -{■yii + 0 s) + 2gdy( pg-^xg + xx) — 2xds{s0 + y 3 -^yy)-- 2 ydg( 0 g- \- xg-{-xx ) _ 

+ — »2/)^ ’ 

cum igitur ex aequatione proposita sit 

dx{yy + 2 /« + + dy{gs xg xx) = — dg{xx + xy -j- yy), 


erit facta substitutione 


seu 


— 2 gdg{xx + «!/ + yy) — ‘ixdg{g8 + ye + yy) — 2 ydg(gg + xg + xx) ^ ^ pr 
( 2 g 0 -{-xg+yg—xyy 

— 2dg{xxg + xgg + yyg + ygis + xx y + x y y + Sx yg) ^ 

— (20g + xg->ryg — xy)^ ' ' ’ 


quae in hanc formam reducitur 

— 2dg{x ->i- y + 0 )(xy + xg + yg) ^ 
(2g0 + xg +yg — xyy 


At ob Z - 


xy “f- “1- ysi 

1/^: — 0)2/ 


erit 


- 2 ZZdgjx -\-y-\- g) 
xy + x 0 + yg 


< dZ seu 


-dZ 

''zz " 


2 dg{x + y -h g) 
xy -{-xg + yg 


Necesse ergo est, ut etiam sit functio ipsius g tantum, quae vo- 

cetur ut sit 

_ 

zz u" 


Verum ex sola forma functionis Z negotium confici oportet, quod ita exp ediri 
potest. Cum sit Z= + erit 


1 + Z = 


200 + 2x0 + ‘2y0 
200 + x0-\-yg — xy’ 


Mnc 


i+Z 


20 ( x + y + 0) 
ooy + ^ 


z 
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cuius valoris ope quantitates x et y ex aequatione differentiali eliduntur, fitque 


ZZ xy + xs + y^ 


unde 


■dZ 


z{i+z) « ■ 

et integrando U = I + la. Ergo 


-dZ dZ 
Z + 1 + 2 ' 


1 + 2 
2 


- et 2=—, 
a 0~a 


ita ut aequatio integralis quaesita sit 


xy + xn-l-yg 


seu xy xg yg = a(x y 


g — a 200 -\-xs + yg — xy 
quae simplicissima forma statim colligitur ex aequatione 

2 g( x-{-y + g) 1 +2 _ 0 

xy-\-xg~\~yg 2 a 


OOEOLLAEIUM 

15 [a] ^). Cum aequationis propositae integrate completum sit 

xy + X0 ys = a{x -{■ y + g) seu = Const. , 

ex huius differentiatione etiam ipsa aequatio proposita resultare deprelienditur. 
Unde patet aequationem propositam integrabilem reddi, si dividatur per 
(flj + 2 / + df vel etiam per {xy xz ydf. 

SCHOLION 

16. Ex boc exemplo intelligitur determinationem functionis per integra- 
tionem illatae interdum hand exiguis difficultatibus esse obnoxiam, siquidem 
hie functionem Z non sine ambagibus elicuimus. Verum et hie ista investi- 
gatio multo facilius institui potuisset; statim enim atque invenimus 

■ xy-\-xg-\- yg n, ^ 

2gg-\-xg + yg — xy ' ’ 


l) In editione principe falso numerus 15 iteratur. 


E. E. 
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hanc ipsam expressionem concinniorem reddere licuisset. Nempe cum sit 


erit 


ideoque 


1 ’i ss + — 

Z xy -Yxs 

1 _L i = ^^(^ + 2/ + ^) 

Z xy ■{■xs-\-y3 

xy + ooSjjry^._ ^ 

® + 2/ H" ^ X Z 


Eelicta ergo functione Z statim ponatur 

xy + xg + ye _ ^ 

X y ^ 

et sumtis differentialibiis per se liquebit fieri dS—0 ideoque 17= Const. 

Adhuc facilius boc problema resolvitur, si etiam sumto y constante eius 
integrale quaeratur; turn enim simili mo do pervenitur ad huiusmodi aequa- 
tionem 

xy + x0 + ys __ 

quare cum haec expressio aeque esse debeat functio ipsius ^ atque ipsius y, 
necesse est, ut ea sit constans, eritque propterea aequatio integralis completa 

xy + y & = a{x y s). 


EXBMPLUM 4 

17. Huius aequaUonis differentialis realis 

dx(xx — yy -h — i^sdy + 0dz{y — ;r) + -~(yy — — d 

aequatiomm integralem complefam investigare. 

Eealitas buius aequationis ita ostenditur. Ob 

p=xx — yy ^8, Q = — ss, H — ^{y — + y ivv 

erit 

£__3«-?S', M. 3« + f-^, Jr--2!/, 

J2 0 ^ 

unde calculo subducto formula LJP MQ NB evanescit. 
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Sumamus iam z constans et habebimus hanc aequationem 

— yy sz) — ssdy = 0, 

cniua quidera integratio non constaret, nisi perspiceremns ei satisfacere par- 
ticulariter y = x. Hinc autem ponendo 2/ = a? + ^ integrale completum eruere 
poterimus; fit enim 


bincqne 


, / 2xg0 g^\ j . g^dv „ 

dx(gg ) — ssdx d = 0 

V V vv/ vv 


dv 


2xvdx 

gg 


= dx, 


-XX 

HZ 


quae per e “ multiplicata praebet integrale 


— XX 

e~v 


xx 

dx-j-f:g, 


-~^xx 

ubi quidem notandum est in integratione formulae Je ” dx quantitatem g ut 
constantem tractari esseque = ita ut sit 


J y — x 

Quodsi iam hanc aequationem differentiare velimus sumta etiam z varia- 

— XX 

bill, difflcultas hie occurrit, quomodo quantitatis dx differentiate ex varia- 
bilitate ipsius z oriundum definiri debeat. Hie ex principiis repeti debet, si 
fuerit dV = Sdx + Idz, fore ideoque, si z constans sumatur, 

T=f 1^1*1 nostro casu est 

— rBriT — XX 

S' = e ** et V = J'e dx 

•—.'tjar 

sumta z constante; quare cum sit ergo 

— XX 

T = ” xxdx. 

— XX 

Quocirca quantitatis dx differentiate plenum ex variabilitate utriusque x 
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et 0 oriundum est 




- — a; a; 

cui aequari debet alterius partis differ entiale, quod est 


e 


z^dy — zzdx . 2 ccxd0 — 2 xzdx \ i ^ ^ 
r 0{y — x) ) 


20 d 0 

y~x^ {y — x) 


— ajai 

Turbat vero adbuc formula integralis Je x<cdx, iu qua 0 pro constaute 

XV 

habetur; reduci autem potest ad priorem Je "" dx, si ponatur 


fe "" xxdx = Ae^‘x-\-B f 3,"“ dx] 
prodit euim sola x pro yariabili habita differentiaudo 

+ Bdx, 


ergo 

ita ut sit 

Quare cum sit 

erit 


A 


xxdx — Adx 
1 


00 


00 et JB 


■A = j 00 , 


ac.!} ^ 

ye xxdx — — g e X 00 J ^ 


J y — x 


y — x 


— fc® ” 

j'e xxdx — — + 


c A . 1 


■X -j- Z00. 


2 - --y > 2(2/-»)"^ 2 

Facta ergo substitutioue baec orietur aequatio dififerentialis 

xd0 , 0d0\ . Zd0 


' — X X 
XX 


■>-1^+rS)+ 

f 2 zd 0 zzdif , zzdx 2xdx , 2xxd0 ^ i_ ^ y 


= e 
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quae transit in hanc formarn 

~ /dx{y-\-x) _ 0zdx sud y sds x{y + x)dg\ _ sdZ — Zdg 

\ y~x {y — xY~^{y — xy y — x ^{y — x) ) g 

seu 

— XX 

— xx — S0)-\- 0gdy — gd0{y — x)~~{yy — xx)^ == 
qua cum proposita collata evidens est esse debere 

0 dZ — Zdg = 0 seu Z~ng, 
ita ut aequationis propositae integrale completum sit 

— XX 

— XX 

fe^dx=^^~^^-j-ng, 

J y — x 

’--XX 

siquidem in integrali y 3 dx quantitas g pro constante habeatur. 


COROLLARIUM 

18. Aequatio ergo proposita integrabilis redditur, si multiplicetur per^) 

1 

I p «« . 

ac turn integrale est ipsa aequatio, quata invenimus. 


SOHOLION 1 

19. Exemplum hoc imprimis est notatu digniim, quod in eius solutione 
quaedam artiflcia sunt in subsidium vocata, quibus in praecedentibus non 

erat opus. Per formulam autem dx integrale non satis determxnatum 
videtur. Cum enim in ea 0 constans ponatur, constans per integrationem 
introducenda per non definitur, siquidem lex non praescribitur, secundum 

quam integrale dx capi oporteat, utrum ita, ut evanescat facto x==-^0, 

1) 1 ®^ paragrapho setjuGuti aequationis multiplicator accuratius determinatur^ expressio enim 
Me data per 0 dividenda est, E. E. 
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an alio qnocunque modo. Dubium autem boc diluetur, si aeqnationem in- 

_ — a;® 

ventam per s dividamus, ut formula integralis sit j e ” ubi cum -- sit 
cl.^, evidens est ea exprimi functionem quandam ipsius -j, ac si ponatur 
^ =^, fore aequationem nostrum integralem 

Je~^^dp + Const. = 


neqne hie amplius conditio ilia, qua in formula integral! quantitas 0 pro con- 
stante sit habenda, locum habet, sed integrale perinde determinatur, ac si 
aequatio duas tantum variabiles contineret. Hanc circumstantiam si perpen- 

dissemus, plenum differentiale formulae Je dx ex variabilitate utriusque x 
et 0 nullam difflcultatem peperisset. Postquam enim pervenimus ad aequa- 
tionem 

^ XX — sex 

re^dx = e + f:0, 

J y—x 

earn ita repraesentemus 




dx 

0 


— a!,TJ 

“ d. 


y-x 




ubi cum in formulam integralem etiam variabilitas ipsius s sit inducta, si ea 
differentietur sumtis omnibus x, y s yariabilibus, orietur 


seu 



xd0\ 

® u 

00 J 



edx — g dy 


2xdx 
i}{y — x) 


+ 


^xxd0 
' 0 g{y - x) 



~-/ dx(y + x) zdx . sdy xdz{y + x) __ dg \ 

^ \gi{y — x) {y — xY'^{y — xy gg{y~x') y — x' 


quae reducitur ad hanc formam 


— XX — ge) + »0dy — gdg{y — x) — ^{yy — xxf) = dZ, 

unde patet esse debere dZ =0 et Z — Const., sicque elicitur aequatio inte- 
gralis ante inventa. 

Leonhabdi Euleei Opera omnia Ii3 Institutiones calculi integralis 4 
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SOHOLION 2 


20. Idem integrale prodiisset, si loco z altera reliquarum a? vel y pro 
constante fuisset assumta; ubi in genere notari convenit, si hniusmodi aeqna- 
tionem 


Pdx -|- Qdy + Bdz = 0 

sumta z constante tractare licnerit, etiam resolntionem, quaecnnque trinm 
variabilium pro constante assunaatur, succedere debere, etiamsi id quandoque 
minns perspiciatur. Ita in aequatione proposita si y pro constante babeatnr, 
resolvenda erit liaec aeqnatio 

dx{xx zz — yy) — zdz(x — y) — (xx — yy) == 0; 

quae per z multiplicata cum in banc formam abeat 

{zdx — xdz){xx -\- zz — yy) + yzzdz — 0, 
facile patet earn simpliciorem reddi ponendo x=^z\ turn enim ob 

zdx — xdz = zzdp 


prodibit 


dp(ppzz -\- zz — yy) + ydz = 0. 

Sit porro z = qy fietque 

dp{pp^q + g_^ — l)^dq_==0, 

cui cum satisfaciat q = y, statuatur q = ~ -j- y habebiturque 

\ r ^ rr tt) pp rr 


seu 

dp (2ppr p^ 'ir -\- p) — pdr = 0 vel dr — 
quae multiplicata per integrata dat 


pp pp 
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At 


unde 



Cum nunc sit = y et -7 = ^ 

_ xtj ^ I .i_ ^ . 

^ 0{x — y)’ pp a:{x — y) pp p os — y 

Unde aequatio nostra integralis erit 

— XX ““ ^0! 

C 3 "'^ d. — = e + f'-y’ 

J 0 y—x 

cuius differentiale, si etiam y pro variabili babeatur, cum aequatione propo- 
sita comparatum dabit ut ante f‘-y = Const. 

Caeterum cuip. in bis exemplis variabiles x, y, ^ ubique eundem dimen- 
sionum numerum. impleant, metbodum generalem buiusmodi aequationes 
tractandi exponam. 


PEOBLBMA 3 

21 . 8i in aequatione differentiali 

Pdx "b Qdy “b Itd 0 = 0 

functiones P, Q, B fuerint homogeneae ijpsarum x, y et s eiusdem numeri dimen- 
sionwm, eius integrationem, siquidem fuerit realis, investigare. 

SOLUTIO 

Sit n numerus dimensionum, quas ternae variabiles x, y ei 0 in functio- 
nibus P, Q, B constituunt, ac posito a 3 ==jp^; et y = q^ fiet 

p^s^8, Q = 0 ''T et P = «!"F, • 

ita ut iam 8, T, V futurae sint functiones binarum tantum variabilium p 
et q. Cum iam sit 

dx^pds 0 dp et dy = qds -{- ^dq, 
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aequatio nostra hanc indnet formam 

di{fa+iT+r) + Ssip + T!ii~0 sen 

quae aequatio realis esse nequit, nisi formula differentialis binas variabiles p 
et ^ involvens per se fuerit integrabilis; quod eveniet, si fuerit 

feJ'+ 10(f) +i,r(|f) - {,B+ F)(f ) - =0. 

Quoties ergo hie character locum habet, nostra aequatio erit realis eiusque 
integrale erit 

, rSdp + Tdq 

ubi tantum opus est, ut loco litterarum et g' yalores assumti — 'j 
restituantur. 


erit 

et 


OOEOLLAEIUM 1 

22, Ita in nostro primo exemplo (§ 12) cum sit 

■P = 2/ + Q==x-\-s, B = x-\-y, 

5'=2 + 1, T = p + 1, 7=jj + 2 

^ , (g+ l)dp + (.g + l)dg ^ Q 

g 2jP 2 -H 2p + 2 g ’ 


cuius integrale est 

U H- -^l{pq +i5 + q) = ^Kxy + xs + y 0 )^C 
xy d” ”!~ y^ P' 


seu 


OOEOLLAEIUM 2 
23, In secundo exemplo (§ 13) est 


hinc 


P = ay — Ig, Q = eg — ax, B = lx — cy, 
S=aq — I, T=c~ap, V=bp — cq. 
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^ 4_ (< ^g — ^) + (^ ~ ^P) ^ Q 

{ag[ — &) df + (c — ap)dg[ = 0 

I ^g~~^ I Q 

G — ap cs—ax 

COEOLLAEIUM 3 
24. In tertio exemplo (§ 15) fit 

'®=gg + S + l. 2' = i5jj+i3 + l et + m 

Mncque 

da I dp{qq + g + i) + dq(pp -\-p + i) _ q 
^ ppq+pau+pp + ^pq+qq+p+q ’ 

qni denominator est =- {p-\-q +l)ipq-\- P + q), ^cle liaec fractio resolvitur 
in has dnas 

— dp — dq . dj?(g + l)+dg(j?-f 1) ^ 
jp + g + i jog+iJ + g 

ex qno integrate a logarithmis ad nnmeroa perductum oritur 

^(pg + P + g) xy-^x'^-\-y0 _ Q 

p-t-g + 1 x-\-y’\-0 


Ergo 

hincque 
et integrando 


COEOLLABIUM 4 
, 25. In exemplo quarto (§ 17) fit 

s^pp — qqj^i, T= — 1 , y=q—p-Yp[qq—pp) 

hincque 

j_ dpOp — gg + 1) — dg ^ Q 

s ' 0 

ideoque . 

dq = dp{pp — qq^l). 

Cum ergo satisfaciat g=i), ponatur q^p-i-^', fiet dr — ‘iprdp = dp et 
integrando 

Q-ppr = C e'^^dp = , 

J q-p 
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ita ut integrale sit 


Six — xx 

e “ — ~ = r i^d. — + Const. 
y—x J 3 ' 


SCHOLION 

26. Cum igitur aequationes differentiales tres variabiles involventes 
nullam habeant difficultatem sibi propriam, qnoniana earum resolutio, siqui- 
dem fuerint reales, semper ad aeqnationes dififerentiales duarum variabilinm 
reduci potest, hoc argumentum fusius non proseqnor. Quod enim ad eius- 
modi aeqnationes differentiales trium variabilinm attinet, in qnibns ipsa 
differentialia ad plnres dimensiones ascendnnt, veluti est 

Fdx^ + Qdy^ + + 28dxdy + 2Tdxd0 + 2 rdyd8 = 0, 

de iis generatim tenendnm est, nisi per radicis extractionem ad formam 

Pdx + Qdy -\- Edg = 0 

rednci qneant, eas semper esse absnrdas. Quomodocnnqne enim aeqnatio in- 
tegralis esset comparata, ex ea valor ipsins ita definiri posset, nt ^ aeqne- 
tnr fnnctioni binarnm variabilinm x et y, unde foret dg = pdx ^dy, neque 
hae variabiles x q\> y nllo mode a se penderent. Hie ergo valor pdx ydy 
loco dg in aeqnatione differentiali snbstitntns ita satisfacere deberet, ut 
omnes termini se mntno destrnerent, quod autem fieri non posset, si ex 
aequationis resolutione dg ita definiretur, nt differentialia dx et dy sigm' s 
radicalibus essent involnta. Hinc aeqnatio ilia exempli loco allata, cum per 
resolntionem det 

Ydy± y{{TT- PB)dx^+ 2 {Tr-EB)dxdy^ (FF- <9^) dy'^) 

B ~ ’ 

realis esse nequit, nisi radix extrahi queat, hoc est, nisi ipsa aeqnatio in 
factores formae 

Pdx + Qdy -h Edg 

resolvi possit. Atque etiamsi hoc eveniat et hi factores nihilo aeqnales sta- 
tuantur, tamen aeqnatio non erit realis, nisi criterium supra traditum locum 
hah eat. 

Ex his perspicuum est no eiusmodi quidem aeqnationes, quae quatuor 
pluresve variabiles involvant, plus difficultatis habere. 
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PEOBLEMA 4 

27. Si V sit functio quaemnque binarum variaUlium x el y, in formula 
autem integrali f Vdx quantitas y pro constante sit habita, defnire hums formae 
JVdx differentiate, si praeter x etiam y variabilis assumatm. 

SOLUTIO 

Ponatuf ista formula integralis 

f Vdx^Z 

eritque Z utique functio amliarum yariabilium x et y, etiamsi in ipsa inte- 
grationo y pro constanto babeatur. Eyidens autom est, si yicissim in diffe- 
rentiatione y constans sumatur, fore dZ= Vdx. Quare si etiam y yariabilis 
statuatur, differentiale ipsius Z=j" Vdx buiusmodi babebit formam 

dZ-= Vdx Qdy 

st cjiiaiGstiio line redit; iit istn (jurnititEis Q detormiiietur. Quin nuteiii forum 
Vdx + Qdy est yerum differentiale, necesse est sit ) = (j|) bineque 

cZtcgl) = da:(|^). At dx[l^^ est differentiale ipsius Q, si y pro constante 
babeatur; unde Q reperietur, si formula ita integretnr, ut y tanquam 

constans tractetur, sen erit 

Quocirca formulae Z = Vdx differentiale ex yariabilitate utriusque x y 

oriundum erit r, /dV\ 

. dZ=^Vdxi-dyfdx(J^)- 

COEOLLAEIUM 1 

28. Quoniam V est functio ipsarum a; et 2 /, si ponatur dV=Iidx-\- Sdy, 
erit 8 = (f , unde fit 

dZ=^d.fVdx = Vdx + dy f Sdx, 

scilicet in formulae J' Sdx integratione, perinde ac formulae J' Vdx, sola quan- 
titas X pro yariabili est babenda. 
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COEOLLAEIUM 2 

29. Si V faerit fanctio Eomogenea ipsarum x Qi y existente numero 
dimensiontira == n, posito dV = Udx + Sdy erit Ex 8y = n V ideoque 

S_sr_5£, tmc 

y y ’ 


fSdx^~Crdx — ~C Exdx. 
J yJ 11 J 


At ob y constans est Edx ~ dV, Mnc 


et 


J‘Bxdx=f=J‘xdV— Vx — J’Vdx ideoque J’Sdx==^^~-^J'Vd 


Vx 


dZ^d.fVdx== Vdx 


Yxdy , {n-\~l)dy 

At * ai 


-f Vdx. 


COEOLLAEIUM 3 

30. Idem facilius inveuitur ex consideratione, quod functio ^=/' Vdx 

futura sit homogenea n-\-l dimensionum, quare posito dZ=Vdx'\-Qdy 
erit Vx Qy = (n -{-1)Z ideoque Q — ~ ut ante. 

SCHOLION 

31. Problemate iam ante et in praecedente quidem libro^) sum usus 
neque tamen abs re fore putavi, si id data opera bic tractarem, quando- 
quidem hie liber in functionibus binarum pluriumve variabilium occupatur. 

Praecipuum autem negotium non in eiusmodi aequationibus diiferentiali- 
bus, quales in hoc capite integrare docui, versatur, quod quidem brevi esset 
absolutum, sed cum differentiatio functionis binarum variabilium x y dupli- 
ces formulas et suppeditet existente V huiusmodi functions, hoc 

loco eiusmodi quaestiones potissimum contemplabimur, quibus talis functio V 
ex data quacunque relatione harum duarum formularum et est 

deflnienda. Eelatio autem haec per aequationem inter istas formulas et 
binas variabiles x et y, quam etiam ipsa functio quaesita F ingredi potest, 


l) Vide InstituUonwn calculi integralis toI. I §457 et 458, Leonsardi Enimi Opera omnia, 
series I, yoL 11, p. 288 — 290. Of. etiam MecJiamcae tom. II § 106, Leonjiardi Euleri Opera 
ovmia^ series II, yoL 2, p. 44. F. E. 
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exprimitur, ex cuiiis aeqiiationis indole divisio tractationis erit petenda. Pro- 
blema scilicet generale, in quo solvendo ista sectio est occupata, ita se habet, 
ut ea binarum variabilium. x ot y functio V inveniatur, quae satisfaciat aequa- 
tioni cuicunque inter quantitates x, y, V, et propositae. Quodsi 
in hanc aequationem altera tantum binaruna formularum differentialium 
(-~) yel inffrediatur^ xesolutio non est difficilis atque ad casum aequa- 

\dxj \dy/ ° T , • n -j. 1 

tionuin differentialium duas tantum yariabiles involventium reducitur; quanao 

autem ambae istae formulae in aequatione proposita insunt, quaestio multo 
magis est ardua ac saepenumero ne resolvi quidem potest, etiamsi resolutio 
aequationum differentialium duas tantum yariabiles complectentium admits* 
taturj in lioc enim negotio, quoties resolution em ad integrationem aequatio- 
num differentialium inter duas yariabiles reducere licet, problema pro reso- 
Into erit habendum* 

Cum igitur ex aequatione proposita formula ) aequetur functioni ut- 
cunque ex quantitatibus x, y, V et conflatae, ex indole liuius functionis, 

prout fuerit simplicior et vel solam formulam. vel praeter earn unicam 

ex reliqnis vel etiam binas vel adeo omnes compreliendat, tractationem 
sequentem. distribuemns. Hoc enim ordine servato facillime apparebit, quan- 
tum adhuc praestare liceat et quantum adbuc desideretur. Praeterea vero 
nouuulla subsidia circa trausformatiouem binarum formularum diffeientialium 
ad alias variabiles exponenda occurrent. 

DIVISIO HUIUS SEOTIONIS 

32. Quo partes, quas in bac sectione pertractari convenit, clarius con- 
spectui exponantur, quoniam bae quaestiones circa functiones binarum varia- 
bilium versautur, sint x y binae variabiles et 0 earuin functio ex data 

quadam differentiabum relatione deflnienda, ita ut aequatio finita inter x, y 
et s requiratur. Ponamus autem = pdx q_Ay, ita ut sit recepto signandi 
modo jP == (^1) et <? = atque ideo i? et sint formulae differentiales, 

quae in relationem propositam ingrediantur. In genere ergo relatio ista erit 
aequatio qnaecunque inter quantitates p, x, y et proposita atque baec 
sectio perfecte absolveretiir, si metbodus constaret ex data aequatione qna- 
cunqne inter bas quantitates jp, g_, x, y et s ernendi aequationem inter a:, y 
et S', quod autem cum in genere ne pro functionibus quidem nnicae varia- 
bibs praestari possit, multo minus hie est expectandum; ex quo eos casus 
tantum evolvi conveniet, qui resolutionem admittant. 

Leonhardi Euliuri Opeia omnia Ii8 Institutiones calculi intcgralis 
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Primo autem resolutio succedit, si in aequatione proposita altera formu- 
larum differentialium p vel q plane desit, ita nt aequatio vel inter p, x, y 
et ^ vel inter q, x, y et s proponatur. 

Deinde aeqiiationes, quae solas binas formulas differentiales p et q con- 
tinent, ita ut altera debeat esse functio quaecunque alterius, commode resol- 
vere licet. 

Turn igitur sequentur aequationes, quae praeter p et q unicam quanti- 
tatum^ finitarum x vel y vel ^ complectantur, ex quo genere cuiusmodi casus 
resolvi queant, videamus. 


Ordo porro postulat, ut ad aequationes, quae praeter binas formulas 
differentiales p et q insuper binas quantitatum finitarum vel x et y vel x 
et 0 vel y et 0 involvunt, progrediamur; ac denique de resolutione aequa- 
tionum omnes litteras p, q, x, y et 0 implicantium agemus subsidia trans- 
formationis deinceps exposituri. 


CAPUT 11 


DB RBSOLUTIONE AEQUATIOOTM 
QUIBUS ALTBEA BORMULA DIBBERENTIALIS 
PER QUANTITATES EINITAS UTOUNQUE DATUR 

PROBLEM! 4[ap) 

33 . Investigare indolem functionis » hinarum variahilium x et y, ut formula 
differentialis —p sit qmntitas constans = a. 

SOLUTIO 

Posito ergo d0-==pdx-\-qdy ea functionis s indoles quaeritiir, ut sit 
p == a sen d» = adx -{• qdy", ad quam inveniendam sumatur y pro constante; 
erit dg = adx et integrando 4; = ft a) -1- Const., ubi notari oportet hanc con- 
stantein utcunque involvere posse quantitatem y. Quare ut solutionem gene- 
ralem exhibeamus, erit g ax -{■ f y denotante f : y functionem qnamcunque 
ipsius y, quae per se nnllo mode determinatur, sed penitus ab arbitrio nostro 
pendet. Quod etiain differentiatio vicissim declarat; si enim huius functionis 
f:y differentiale per dyfiy indicemus, erit utique d0 = adx-{-dyf':y ideoque 
prorsus uti quaestio postulatj unde patet hoc casu alteram formu- 
lana differentialem q — function! solius y aequari, cum sit q = f - y )• 

COROLLARIUM 1 

34 . Si ergo eiusmodi quaeratur functio 0 binarum variabilium x et y, 

ut sit erit g = ax + f:y ei altera formula differentialis @ neces- 

\d> ocj , , , . x i. 

sario aequatur function! ipsius y tantum. 

1) In oditione prinoipe falso numerus 4 iterate. F. E. 

2 ) Editio princeps: . . . owm sit g, = ■ Oorrexit E. E. 
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COEOLLAEIUM 2 

36. Si talis requiratur functio, ut sit = 0, ea necessario erit functio 
ipsius y tantum sen quantitatem x plane non involvet; cum enim a variatione 
ipsins X nnllam mutationem pati debeat, baec quantitas x qiioque in eius 
determinationem plane non ingredietur. 

COEOLLAEIUM 3 

36. Hinc etiam patet aequationem differentialem dz = adx + qdy realem 
esse non posse, nisi q sit functio ipsius y tantum. Quod etiam character 
supra expositus declarat; aequatione enim ad hanc formam adx-\- qdy — dz = 0 
reducta obP = a, Q = qetB = — l erit 

ideoque realitas postulat, ut sit a g) -|- (g) = o. At per hypothesin q non 
pendet a unde ob (|f) = 0 erit (g) = 0 ideoque etiam ^ ab a; non pendet. 


SOHOLION 1 

37. Ex allatis satis patet hanc operationem, qua functionem ^ deter- 
minavimus, veram esse integrationem, qua uti in vnlgaribns integrationibus 
aliquid indeterminati introducitur. Hie scilicet ingressa est functio quaecun- 
que ipsius y, cuius indoles per se nullo modo deternainatur; eatn quoque ita 
concipere licet, ut descripta curva quacunque, si eius abscissae pei’ y indicen-* 
tur, applicatae exhibeant eiusmodi functionem ipsius y^ Neque vero opus est, 
ut haec curva sit regularis et aequatione quapiam contenta) sed curva quae- 
cunque libero manus ductu descripta eundem praestat effectum, etiamsi sit 
maxime irregularis et ex pluribus partibus diversarum curvarum conflata. 
Huiusmodi functiones irregulares appellare licet discontinuas sen nexu con- 
tinuitatis destitutas; unde hoc imprimis notatu dignum occurrit, quod, cum 
prioris generis integrationes alias functiones praeter continuas non admittant, 
hie etiam functiones discontinuae calculo subiiciantur, quod pluribus insigni- 
bus Geometris adeo calculi principiis adversari est visum/) Verum integrate 


l) Vide notam paragrapho 299 adiectam. 


F. E. 
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onum in hoc secnndo libro tradendarum vis praecipua in eo consistit, quod 
etiam functionum discontinuarum sint capaces; ex quo ]pei’ bunc quasi novum 
calculum fines Analyseos maxime proferri sunt censendi. 

SOHOLION 2 

38. Quemadmodum deinde in vulgaribus integrationibus constans arbi- 
traria ingressa semper ex indole problematis, cuius solutio eo perduxerat, 
determinatur, ita etiam hie natura problematis, cuius solutio huiusmodi inte- 
gratione absolvitur, semper indolem functionis arbitrariae per integrationem 
ingressae determinabit. Ita si cordae tensae flgura quaecunque inducatur 
eaque subito dimittatur, ut oscillationes peragat, ope principiorum mechani- 
corum ad quodvis tempus figura, quam corda turn sit babituia, deflniii pot 
est hoeque fit eiusmodi integratione , qua functio quaedam arbitraiia intro- 
ducitur; quam autem deinceps ita determinari convenit, ut pro ipso motus 
initio ipsa ilia figura cordae inducta prodeat ; et cum solutio debeat esse gene- 
ralis, ut satisfaciat figurae cuicunque initiali, necesse est, ut etiam ad eos casus 
pateat, quibus cordae initio figura irregularis nullo continuitatis nexu praedita 
inducatur, quod fieri non posset, nisi per integrationem eiusmodi functio arbi- 
trio nostro relicta ingrederetur, quam etiam ad flguras irregulares adaptare 
liceret.’-) Huiusmodi functiones arbitrarias, prouti bic feci, eiusmodi signandi 
modo f : y indicabo, unde cavendum erit, ne littera f pro quantitate babeatur, 
quocirca ipsi colon suffigere visum est. Simili modo in sequentibus baec scrip- 
tio denotabit functionem arbitrariam quantitatis aj-l-i/; ac ubi plures 

tales functiones in calculum ingredientur, praeter litteram f etiam bis cbarac- 
teribus cp, yj, 6 etc. cum simili significatione utar. 

PEOBLEMA 5 

39. Inv6stiyct>re indolem functionis s hinciTum varictbilium x et y , ut foTmula 
diffefentiedis aeyihcdis fiut functioni datcie ipsius x, Qucie sit X, itci ut 

sit p — X. 

SOLUTIO 

Posito dz = pdx + oh p = X erit d^ = Xdx + gdy. Quia iam bnius 
differentialis pars Xdx est data, ad integrate inveniendum accipiatur y con- 


l) Vide notam paragrapho 299 adieotam. 


E, E. 



38 


LIBBI POSTERIORIS PARS PRIMA SEOTIO PBIMA CAPUT II § 39—43 [41—42 


Stans, et cum ait iz- Xix, erit integrando ^ - fxdx + Comt- quae con- 
s ans cum etiam qiiantitatem y uteunqne impMcare posait, pro ea assumere 
licebrt fmctionem quamcunque arbitraiiam ipsius y eritque ergo integrale 

B) 6 SI uum 

^ f:y, 

quae per differentiationem praebet d, = Xdx + dyf-.y, ita nt sit q^r:y 
(^) lit requirebatiir. 

COROLLARIUM 1 

40. Aeqiiationis ergo g) _ X existente e functione duarmn vai-iabiUnm 
* et y integrale eat .-fxix + f-y, „bi ob X datum formula integralis 
J Xdx datam functionem ipsius x denotat, quandoquidem oonstans hac inte- 
grabone mgressa in functione arbitrai-ia f:,j comprehendi potest 

COEOLLARIUM 2 

41. Hmc seqmtur aequationem differentialem d^^ Xdx + qdy realem 
esse noa posse, msi ^ sit functio ipsius y, quod quidem cum hac limitatione 

est intelhgendum, msi q etiam involvat quantitatem quern casum autem 
hmc removemus. 

SOHOLION 

42 Si enim g etiam a a pendere queat, aequatio dx - Xdx + qdy re- 
. IS erit, 81 q fuent functio quaecunque biuarum quantitatum e- fxdx 
et r, id quod Unc facillime patet, si ponatur x-fxdx-u, ita ut iam q 
fat™ sit fanctio biuarum quantitatum « et y. Tu^ euim aequatio diiteren- 

oerto’ e!t'‘rei'l variabiles u et y ideoque 

rto eat lealis; et qnomodocnnque eius integrate se habeat, fade semper u 

aeqnabltur certae functioni ipsius y, unde fit n- x-fXdx - f y prmsul 

ut ante. Quoties ergo esse debet g) _ X. etiam ne boo quidem casu ex- 
cepto, quo forte q ipsam quantitatem 2 implicat, integrale erit 

^ =J‘ Xdx f‘. y 

neque unquam alia solutio locum habere potest. 
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Erifc ergo hoc integrale completrim, propterea qtiod functionem arhitrariam 
involvit, id quod pro certissimo criterio integralis completi est habendum. 
Hie igitur ad integrale completum requiritur, ut non tarn constans quaedam 
arbitraria, sed functio adeo variabilis arbitraria ingrediatur; ita, si quis pro 
casu =axx eshibeat hoc integrale 

s + -d. + By + Gy^ + etc., 

O 

id tantum erit particulate, etiamsi plures constantes arbitrarias A, B, C etc. 
ac fortasse infinitas complectatur; verum enim integrale completum 

infinite latius patet; id quod ad sequentia recte intelligenda probe notari 
oportet. 

Occurrent autem utique casus, quibus ob defectum methodi integrale 
completum investigandi integralibus particularibus content! esse debemus, 
quae, etiamsi adeo infinitas constantes arbitrarias comprehendant, tamen pro 
solutionibus particularibus tantum sunt habenda. Hanc observationem in se- 
quentibus perpetuo meminisse oportet, ne circa integralia particularia et com- 
pleta unquam decipiamur. 


PROBLEM! 6 

43. Si 0 deheat esse eiusmodi functio Unarum variahilnm x et y, ut formula 
differentialis aequetur funefioni cuipiam datae ipsarum x et y, definire 

in genere indolem functionis quaesitae 8. 

SOLXJTIO 

Sit V functio ista data ipsarum a? et y, cui formula differentialis 
(-| 3 =i 5 aequalis esse debet, ac posito d8^pdx-^qdy requiritur, ut sit i) = F. 
lam ad formam functionis 8 inveniendam consideretur quantitas y tanquam 
constans eritque d8^rdx. Integretur igitur formula spectata sola a? 
ut variabili, quia y pro constante sumitur, ita ut in hac formula umca insit 
variabilis x ideoque eius integratio null! obnoxia sit difficultati; id tantum 
est tenendum constantem integratione ingressam utcunque involvere posse 
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alteram quantitatem y sicque pro functione quaesita z haec habebitur ex- 
pressio 

Vdx -{-f'.y 

integrali J Ydx ita sumto, quasi quantitas y esset constans solaque x varia- 
bilis; at f:</ denotat functionem quamcunque arbitrariam ipsius 3/ ue exclusis 
quidem formis discontinuis, quae nullis expressionibus analyticis exbiberi 
queant, atque ob banc ipsam functionem arbitrariam integratio pro completa 
est babenda. 


COEOLLARIUM 1 

44. Cum V sit functio data ipsarum x ei y, formula integralis Vdx 
erit etiam functio cognita et determinata earundem quantitatum x Qt y', quod 
enim per integrationem arbitrarii ingreditur, in altera parte f\ y comprebenditur. 

COEOLLARIUM 2 

45. Hinc etiam differentialis ds altera pars qdy ex variabilitate ipsius 
y oriunda definitur. Nam per § 27 est formae f Ydx differentiale ex utra- 
que variabili x &\i y ortum 

Ydx + dyf dx(^^y 

ac si functionis f:y differentiale indicetur per dyf:y, erit 
ds== Ydx-^ dyfdx(~^ -Y dyf-.y. 


COEOLLARIUM 3 

46. Cum ergo posuerimus ds=pdx-Y Qdy sitque jp = F, erit 

ubi ob Y functionem datam ipsarum x ei y etiam Grit functio data et 
in integratione y (ia: sola x pro variabili babetur. 
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EXEMPLUM 1 

47. Quaeratur eiusmodi fimctio » ipsarum x et y, sit 


]/(aar-f j/y) 


Ob F= 


y{xx-\-yy) 


exit 


ideoque habemus 
Tinde fitr 


J'Vdx =y(xx + yy) 

s = y(xx -\-yy)y- f‘.y, 


\dvJ 


y 


KdyJ ^ y(!x;x + ijy)~^ ^ 

id quod etiam per regulam datam prodit. Erit enim 

fdV\ —xy 
\dy) 


bine sumta y constante 

fi 


^ ^ (xx + yy)^' 

'll 


y 


dF\ _ _ ^ r xdx ^ 

^ dy / ^ J (^xx + yy^ y{xx + yy) 


EXEMPLUM 2 


( di&\ y 

dx) ^ 


l/iy-ij — xx) 


Cum sit F = - 


y(yy — xx) 


■ , erit 


y’ Vdx = y Aug. sin. 


bineque 


;3 = 2/Ang. sin.|-4-/':2/; 


cuius differentiale ex ipsius y variabilitate oriuudum si desideremus, ob 

\dy) 


— XX 


erit 


^dyJ [yy — xx)^ 




* xxdx 


(l(C 

yy f — ^ ’ 

'.dy J J (yy — xx)^ J Yiyy — xx) •d{yy — xx)^' 
Leonhamii EriiEni Opera omnia Ii3 Institutionea calculi integralis 0 
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ideoque 

et 




' Ang. sin. — — 


y Viyy—xx) 


■ + f'‘ 2/* 


q jn-oig. — 

y y{yy — xx) 

Idem reperitur ex differentiatione expressionis pro ^ inventae 
ds = dy Ang. sin. - + ^ ^yf>. 

y y{yy—xso) 

unde pro q == idem valor prodit. 


BXEMPLUM 3 

49. Qmeratur eiusmodi functio s i^sanmi x et y, ut sit = 


Ob V- 


y(aa — yy~xx) 


erit 


y{aa — yy — xx) 

y’ Ydx = a Ang. sin, 
unde functionis s forma quaesita est 

s = a Ang. sin. 

Deinde quia 


dV\ 


erit 

ideoque 


y{aa — yy) 

_ ay 

^y ^ {aa~yy ~ xx^’ 

M%)=^yfT~ 


yiaa — y'ij) 

+ f-y- 


\dy) 


(aa — yy~xx)^ aa—yy y(aa — yy — xx) 

axy 


{aa — yy)y{aa — yy — xx) 


+ f- y, 


quae eadem expressio etiam ex ipsa differentiatione ipsius .s eruitur. 


SCHOLION 1 

50. In hoc calculo tamen adhuc quaedam incertitude relinquitur, qua 
valor quantitatis q afficitur. Cum enim valor ipsius e =J‘ Vdx -{■ f\ y sit 
determinatus, quandoquidem integrate Vdx respectu ipsius x ita fuerit deter- 
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minatiim, ut pro dato ipsius x valore etiam datum valorem obtineat, adeoqiie 
in eius differentiali pleno nulla incertitude inesse potest, sed necesse est, ut 
valor ipsius ^ aeque prodeat determinatus atque ipsius JJ, interim tamen 
formula integralis Jdx non determinatur, sed novam arbitrariam a priori 
non pendentem introducere videtur. Ut igitur talis signifleatus vagus evite- 
tur, spectari oportet conditionem, qua integrate J'Vdx determinatur, eadem- 
que conditio in formulae integratione adhiberi debet. Nam pona- 

mus integrate fVdx ita capi, ut evanescat posito x = a, sitque eius valor 
determinatus J^Vdx<=S, isque igitur potentia saltern liabebit factorem d x 
sen a” — qui cum non contineat y, etiam (||) eundem factorem continebit 
ideoque (§|) evanescet posito x = a. Est vero (If) per- 

spicitur, si integrale pVdx ita capiatur, ut evanescat posito x = a, etiam 
alterum integrale fdx(^^^^) ita capi debere, ut evanescat posito x = a. 

In allatis binis postremis exemplis utraque integratio ita est instituta, 
ut evanescat posito x = 0, in primo autem nulla huiusmodi regula est ob- 
servata; sin autem eandem legem adhibeamus, babebimus 

frix = y(x.+ „)-y et 

unde quidem eadem solutio emergit, quia ibi —y continetur in f:y et hie 
— 1 in f :y. Perinde autem est, quacunque lege prior integratio determine- 
tur, dummodo eadem lege et in posteriori utamur. 

SOHOLION 2 

61. Principium huius determinationis isto innititur theoremate aeque 
elegante ac notatu digno: 

Si S sit eiusmodi functio iinantm varidbilium x et y, quae evanescat posito 
00 = a, fueritqtie 

dS = Pdx + Qdy, 

turn etiam quantitas Q evanescet posito x = a. 

Unde simul colligitur, si S evanescat posito y = 'b, turn etiam fieri P=Q, 
si ponatur y = h. Hie autem probe observandum est, quae do simili deter- 
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miiiatioiie binarmn fornMilaruio, intBgraliuni Vdx Gt sunt praGCGpta, 

tantum valere, si valor a ipsi x tribuendus fuerit constans; neque etiam supe- 
rius theorema locum babet, si vGrbi gratia functio evanescat posito x — y\ 
inde enim neutiquam sequitur eodem casu quantitatem Q esse evanituram. 
Etiamsi enim functio S factorem habeat x — y vel (Kf — minime sequitur 
formulam seu Q eundem factorem esse habituram, quemadmodum usu 
venit, si factor fuerit x — a sen cs® — a”. 

Dixi autem non opus esse, ut talis factor revera adsit, dummodo quasi 
potentia in functions 8 contineatur. Yeluti si fuerit 

8 — a — 00 y — Yiaa — xx yy'), 

quae functio posito x — a utique evanescit, etiamsi neque factorem x — a 
neque contineat; simul vero etiam 

CM) = 1 

y(^aa — xx + yy) 

posito x = a evanescit. 

In huiusmodi ergo calculo, quo in Ms problematibus utimur, ubi inte- 
grale formulae ^ EdliK exMberi debet, id semper ex duabus partibus compo- 
situm spectamns, altera indeterminata per functionem f:y indicata, altera 
autem, quam proprie per J^Vdx exprimimus, determinata, quae scilicet posito 
x^a evanescat; Mcque semper perinde est, qualis constans pro a assumatur, 
dum discrimen perpetuo alteri parti indeterminatae involvitur. 


PEOBLBMA 7 

52. 8i 0 debeat ita determinari per binas variabiles x et y, ut formula 
differentialis =p aequetur datae cuipiam functioni ipsarum y et s, quae sit = V, 
definire in genere indoleni functionis s per x et y. 

SOLUTIO 

^ Cum posito dsi=pdx + qdy sit p = 7, si quantitatem y pro constante 
capiamus, erit d0=Vdx‘, ubi cum V sit functio data ipsarum 2 / et .s et y- 



51-52] DE AEQEAT IONIBUS QEIBUS PER QEAHTlTATES FIN1TA8 PAT ER 45 

pro constante habeatnr, aequatio ^ = dx erit integrabilis, ex cniiis integra- 
tione completa oritur 

fif-x + f-.y, 

qua aequatione relatio inter ternas variabiles x, y Qi g in genere expri- 
mitur, ut ex ea » per x Qt y definiri indolesque functionis g assignari possit. 

Quodsi hinc alteram quoque differentialis partem gdy sen functionem 
q = indagare yelimus, ponamus integrale , ubi y ut constans specta- 
tur, ita capi, ut evanescat posito g = c, eritque quantitatem ^f-y- deiiuo diffe- 
rentiando,. ut etiam y variabilis assumatur, 

seu 

, Cdg dg f dg (dVX 

^yJvvKdy}’ 

ubi in integral! J^'Y~y ( qnantitas y iterum pro constante babetiir bocque 
integrale ita capi debet, ut posito « = c evanescat. Quo facto cum aequa- 
tionis inventae differentiale sit 

pro forma proposita habebimus 

ds == Vdx + dy (f j ('ly) + Vf‘. y), 
unde quantitas g innotescit. 

OOEOLLARIUM 1 

63. In hoc problemate facillime deflnitur, qualis functio quantitas x 
futura sit binarum reliquarum y Qi g, cum sit 

a;= J-y—f\y, 

siquidem V per ^ et ^ detur. Perinde autem est, sive ^ per x et y sive x 
per y ei g determinetur. 
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OOEOLLARIUM 2 


54. Cum relatio inter ternas variabiles a;, y et ^ ita sit determinata, iit 
^ functioni datae ipsarum y et ob dx^~^~ sumto y constante 
Grit a; eiusmodi functio ipsarum y et ut sit (-fj) = y ideoque 



SCPIOLION 

55. In genere autem quaecunque relatio inter ternas variabiles so, y Qt 
z proponatur, unde unaquaeque per binas reliquas determinari et tanquam 
earundem functio spectari possit, semper erit Ponamus enim 

aequatione illam relationem exprim ente dilferentiata pro dire 

Pdx -\- Qdy -)- Bids = 0 
ac manifestum est sumta y pro constante fore ' 


ideoque tam (§) _ ^ 

( ^ 
\dy) F > 

unde propositum patet, 
tab eat. * 


Pdx-{- Rds‘=Q 

(u) ~ ~jr’> eiuaili autem modo erit 



etiamsi relatio inter plures tribus variabiles locum 


_ Ceterum bic casus a praecedentibus differt, quod bic natura functio- 
uis s:, quatenus ex binis reliquis x Qi y formatur, non explicite exhibeatur, 
sed per resolutionem demum aequationis inventae definiri debet, cuius rei 
aliquot exempla evolvisse iuvabit. 


EXEI4PLUM 1 

56. Qmeratur eiusmodi functio s ipsarum x et y ut sit (~) == ^ . 

\dx) z 

Cum ergo sit ds = ^ ■\- qdy , Qxii y pro constante sumendo sds^ydx et 

\8^ = xy ^f\y. 
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Pro 2 invenienclo dififerentietur haec aequatio generaliter 

= ydx + xdy + dyf'.y 


eritque 


0) , • m 


quod idem per regulam datam reperitur. Nam ob F==-|- exit f~ — 
iutegrali ita sumto, ut evanescat posito ^==0, turn vero ob j erit 


21 / 


rdg (dr\ fgdz __ 
J rv\dyj J yy 


^yy 


eadem integrationis lege observata. Hinc fit === ( 2 ^^^ + f: 2/) et 


quae expressio cum praecedente couvenit; ex comparatione enim fit 

x + f-.y-^^yf-y, 

unde X aequatur ut ante quantitati una cum functione ipsius y. Hoc 
tantum notetur, quod ad consensum perfectum hie pro f\y scribere debuisse- 
mus yf-y- 


EXEMPLHM 2 

57. Quaeratur eiusmodi functio s Unarum variaUUum x et y, ut sit 

/ de \ ^ V^y—jA . . 

KdocJ ^ 


Gum ergo sit di^ ^ qdy, sumta y constante fit 



8d0 

y(yy — sg) 


et integrando 


as = 1/ — Viyy — — 
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unde vicissim differentiando oritur 


seu 


Per regulam autem datam ob V= i^zi£5) p + rds: , 

p-aU ita sumto, ut evanescat posito .loT 


tine 


(--) 

\dt/J 




et 


CAl(^v\ 

J vv {~diJ '■ 


J:- (^L\ _ 

yy\dy) 


y 


'^y y{yy—80) 

mtegi-ali eadem lege smnto. Qnocirca colUgitur 


yXyji—^s) 


prorsus ut ante. 


— r ~ 1 + r : v) = Viyy-n^) .. , 

V y{yy~0^) ^i-y) ^ -^. (1 - f. y) 


PROBLEMA 8 

MffZui (f?-T«rr“r *” »’ '“ 

-u iefini^e il '' 

SOLUTIO 

Stans eritgue ^dr-nllT “r"^ 7 qnantitas y con- 

biles . et . aontinenstteibl ceS l^^titates varia- 

sit '=jlf, ita ut Mdz ~ MVdx sit emusdam multiplicatoris, qui 

— ::i:' “ 

P. . et . 
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sumto praeter a; et s etiam y variabili eritque 

clS^Mds — MVdx = dijf': y 
seu 

dB^ Vdx-{-'-^f':y, 

ita at sit (1= gf'.y. 

COROLLAEIUM 1 

59. Multiplicator etiam M formulam d^ — Vdx integrabilem reddens 
quantitatem y non continebit, quia in functione data F non inest y. Statini 
autem boc multiplicatore invento valor ipsius i — .y colligitur. 

COROLLAEIUM 2 

60. Si formulae differentialis Mds — MVdx integrals fuerit S, functio 
ipsarum a; et pro solutione problematis habebimus S=f:y, unde patet 
constantem, quam quis forte ad S adiicere voluerit, iam in functione arbi- 
traria f : y contineri. 


EXEMPLUM 1 

61. Qmeratur eiusmodi functio 0 ipsarum x et y, ut sit ■ 

Posito d0 = — 4 “ y.^y sumto y constants erit d0 — - = 0, quae 

aequatio per y multiplicata fit integrabilis, ita ut sit multiplicator M = y 
hincque integrals S =l0 — ■ lx”", ergo aequatio nostra integralis quaesita erit 
l^n = f:y, unde etiam aequabitur functioni cuicunque ipsius y, ita ut 
sit 0 = x"f: y. 

EXEMPLUM 2 

62. Quaeratur eiusmodi functio 0 binarum varidbilium x et y, ut sit formula 
differentialis = nx — 0. 

Posito d0 = {nx — 0)dx-{-q^dy sumto y constante erit d 0 -^ 0 dx — nxdx — Qt, 
quae ope multiplicatoris AT = e® dat 

S=-e ’’0 — njd^xdx — e‘‘0 — ne^x ne^^, 


LBOHnARDi Euleri Opera omnia I is Institution es calculi integralis 


7 
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unde aequatio quaesitam relationem inter, a;, y et ^ exprimens est 

-\- ne’^ = f\ y siye 8 ^ n[x — 1) ^ y, 


turn vero erit 




EXEMPLUM 3 


xa :'-^00 


xsdx 


Ponatur eigo d8 + ydy et posito y constante quaeratur inte- 

grale hums aequationis differentialis 


d8 


xaax 

XX + 88 


■ 0 , 


■Jimaoris, qui Ob bomogeneitatem 
repeutm: scnbendo a; et , loco differentialium dx et d,. ita ut bic divisor sit 


XX^ 


XX^00 


liincque multiplicator 


xx+8e 


Qnare erit 


dS 


_ {xx + 88) d8 xdx 


ideoque 


88 




unde aequatio nostra quaesita erit 


1 XX „ .3 

^0 — ^- = f\y et ? = — ^ — f-.y 

XX +88 ' 


288 


ex qua, cum posito h-^-u sit etiam vicissim coucludi potest 

lore y = f ^ 
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PEOBLBMA 9 

64. Si » ita deieat determimri per Unas variahiles x et y, uf formula 
differentialis deguetur fimctioni cuipiam datae omnes tres varidbiles %, y et 

g impUcanti, quae sit — V, definire in genera indolem functionis s per x et y, 

SOLUTIO 

Gum sit dg= Vdx -{■ gdy, si sumamus y constans, erit dg = Vdx, quae 
ergo aequatio ,duas tantum continet variabiles x et g, litteram autem y in 
functione F involvens. Dabitur ergo multiplicator M banc aequationem 
integrabilem reddens, ita nt sit 

Mds — MVdx = dS, 

unde aequatio integralis relationem inter a;, y et g exprimens erit 8=f:y, 
ubi S erit functio certa ipsarum x, y et g, flerique potest, ut etiam M 
omnes has tres litteras ' comprebendat. Convenit autem functioni S per inte- 
grationem inventae valorem determinatum tribui, quoniam pars indetermi- 
nata in functione arbitraria f:y includitur. Ponamus ergo S ita capi, ut 
evanescat, si ponatur x = a et g = c. 

Quodsi bine aequationis differentialis propositae alteram partem qdy 
invenire velimus, differentiemus functibnem S sumto etiam y variabili sitque 

dS=Mdg — MVdx + Qdy =dyf:y, 

ubi cum sit 



erit sumto iterum y constants 

quae formula certo erit integrabilis. Capi autem Q eadem lege debet, qua 8 
sumsimus, ita ut evanescat posito x = a et g = G, atque inventa hac quan- 
titate Q, cum babeamus 

i,-Ydx-^ + §r-.y, 

7 ^ 1 ^? 
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64—68 [59—61 


erit 


\cly) 


' M 


Ha«jc determinatio isio nititar fendameoto, quod, si S fuerit eiusmodi fanctio 

ipsarum y et ,, quae posito et evauescat, etiam formula 

differentialis eodem casu evanescat. 


uuitULLAlilUM 1 

tio J diC::!^^ ““““ “““ 

dg ~ Vdoc = 0 , 

Bterat r““r *' “* ^ coutdueat oumes tres 

™ t u uu qui lane aequatio- 

nem integrabilem leddat, ut sit 

Md0~Mrdx = dS 

existente >5 certa quadam functione ipsarum a;, y et 

COEOLLAEIUM 2 

ita u!r’Jrr““ integraJi S quautttas r 

per binas yanabiles x Qi y definietur, ut sit S^f-y nhi f-y denotat 

cZ8*‘zi‘'"™rT ™ Ob 

CUIUS naturam mtegratio pro completa est babenda. 


COEOLLAEIUM 3 

reutiato 7 '^° aefluita, erit ea ita diffe- 

reutiata, ut omnes tres litterae *, y et s Tariabiles sumauter, 

ds = Vdx + dy, 


ubi quantitas Q ex suo differentiali 
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deflniri debet sumta y constante, integrationem ita temperando, ut, si S eva- 
nescat casu oc = a et s = c, etiam Q eodem casu evanescat. 


SCHOLION 

68. Hie ergo ad insigne hoc theorema deducimnr: 

Quodsi fuerit 8 emsmodi functio ipsarum x, y et g, quae evanescat ponendo 
x = a et 0 = c, turn etiam pro eadem positione formulam esse evanituram. 

Yeluti si fuerit 


8 = Axx JBxys G 00 — Aaa — Bacy — Occ, 

erit 

(-If) - -6“ - 

quarum. utraque expressio casu x = a et z = c evanescit. Pluribus autem 
huiusmodi exemplis evolutis veritas theorematis ita patet, ut demonstratio 
soleunis non desideretur. Interim huiusmodi functio semper quantitates 
solam y continentes a reliquis separando ita evolvi potest, ut in talem for- 
mam transmutetur 

8= Pr+ QY' + RT'Y etc., 


ubi per hypothesin P, Q, B etc. sunt functiones ipsarum x et 0 tantum et 
tales quidem, quae ponendo x = a et ^ = c singulae evanescant. Hinc iam 
perspicuum est fore 




/7T' 


dY^ 

dy 


4- etc., 


quae forma manifesto sub iisdem conditionibus evanescit. Quomodocunque 
autem functio 8 hac indole praedita fuerit complicata tarn formulis irratio- 
nalibus quam transcendentibus, earn semper in eiusmodi formam evolvere 
licet; quae etsi in infinitum progrediatur, haec demonstratio tamen vim 
suam retinet. 
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EXBMPLUM 1 

69. Quaeratur eiusmodi functio s duartm variabilmm x ei y, ut sit formula 
differentialis 

Ponamus ergo d 0 = + qdy et sumta y constante liabebitur aequa- 

tio dz~"^^ = 0, nt sit 7=|^, et multiplicator erit M=~-, unde fit 




xsc—aa 

2 ay 


et aequatio integralis completa fauctionein ^ determinans erit 


7 0 . aa-—xx j, 

Porro ad quantitatem y inveniendam ob et MV =4^ erit^) 


^ et « - , ™ae fit s = .f. ,j - 

Hic idem autem valor ex differentiatione aequationis inventae eruitur, 
quae praebet 

d0 xdx aa--xx 7 

T-v — 

ideoque 


ita ut sit 


y=^^+‘f-y- 


EXEMPLUM 2 

70. Quaeratur Unarum variaUUum x et y eiusmodi functio 0 , ut sit 

fd0\ y 

\dx) x-\-s' 


■Cum sit F=^^, babebitur sumto y constante baec aequatio 


d0 


ydx 


X -\- 0 


= 0, 


1) Editio princeps: (IQ^O ct §’— 0 ; imde fit q_^ 0 f\y. Quamobrem etiam formulae se- 
quentes huius paragraph! corrigendae erant, E. E. 
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ad cuius multiplicatorem iuvenienduni multiplicetur primo per {jc z, \i\) prodeat 

xds -1- sds — ydx = 0 seu dx — == 

I ^ y y 

Z ‘ ■ 

quae multiplicata per e integrabilis evadit proditque 
e '■'X =J e 

bincque 

s s z 

e ^x = — e s — ye C, 

Quocirca erit multiplicator 


J'e y J'e '■’dz 


M^(x + 0 )- — --e *'= — -.±“-6 
^ ' y y 


et 


S=e ^ {x y) — e ‘'(a + c+i/), 
ex quo aequatio integralis completa erit 

z . 

e“^(a: + « + y) — e '•> {a + c ^ y) = f\ y. 

z 

Nunc porro cum sit i)i’T^= — e erit 

= r iYi±f - = f^(x + .) (- - 

\dy J \ yy 2/® / ^ 2/“^ 


et 








1 

^d. MV\ 

a 

^ y , 

0 




^ dy ) 


yy 

hincque 








dQ = e 

'■> (dis(x 

_j_ /, L __ 

^yy 

L) 

sumto y 

constante, 

unde integrando 

obtinebitur 


Q = e 

J(^ + 1 

+ - + 

iq _ . 

fac 


^yy 

y 

2/F 

^yy 

hinc 







s 

1 y+'^ 

Jf — c > 

+ cc H- ciy + 2 /y\ 


ff = — 

y 


e ^ 1 — 

y{?o + »). 



yy 


y yy^ 


f'V’ 



56 LIBRI POSTERIOEIS PARS PRIMA SEOTIO PRIMA CAPUT II § 70-72 [64-65 


ita ut sit 


dz 


ydx 




Aequatio aiitem inventa si differentietur, dat 


ft ^ 


-j(x + g)^ 


y 


{a + G 

^ ‘ 

y yy 

unde idem prorsus valor pro conclnditur. 


+ e + e 'J dy(l ~ — -X- 

V y yy yyJ 

' dy{l-\- — -j- 


y yy yy^ 
dyf-.y, 


EXEMPLUM 3 

71. Quaeratur Unarmi mnaUlium x et y eiusmodi functio ut sit 

(dz\ _yy-\-ss 


dx) yy + XX 


Posito = sumatur quantitas y constans, et cum sit 

dz = 0, evidens est multiplicatorem idoneum esse M= ^ 

yy + zz’ 


yy-\-xx 

unde, cum sit 


ydz ydx 

yyA^zz yy-^-xx 


■■ 0, erit per integrationem 


yz — yx 


8= k tang. — A tang. - + (7 = A tang. 

y y ^ yy+xz 

et functio quaesita z hac aequatione deflnietur 


■ A tang, 


(c--«)y 

ac+yy 


A tang. — A tang, ^ ^ =^f‘.y. 

yy +XZ 8 dc + 2 / 1 / ' ^ 


Cum porro sit MV 

'dyJ~~(yy + z 


hincque 


yy+xx 

(dM\ 00 — yy 

\dvJ~ 


, erit 

- et (^T) ^_i^~yy 
\ dy / (yy + xx)'^ 


sumto y constante. Ergo 


do = i^^ — yy)d0 _ {xx—yy)dx 
{yy + zzY {yy + xxY 


Q 


: + 


— I + 

yy-\- 0 z yyj^xx yy -{■ cc yy-^aa 
qui idem valor etiam ex differentiatione prodit. 


et q = 


-Q + f:y 
M ’ 
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Ceterum cum constantes a et c pro lubitu accipi queant, sumtis iis 
nihilo aequalibus seu saltern c = a erit aequatio integralis 


unde erit etiam 


A tang. ^ = f\ y, 

° yy + xs ^ 

— = funct. y et — = funct. 2/; 

yy-\-X 0 ^ g — x 


quae functio si dicatur T, babebitur 

,, yy + xY 


SCHOLION 

72. Vix opus est notari saepe fieri posse, ut solutio huiusmodi quaesti- 
onum superet vires Analyseos, quando scilicet aequatio differentialis resolvenda 
artificiis adhuc cognitis integrari nequit. Veluti si proponatur casus 

yy 

\dxJ ccx+00^ 

unde sumto y constaute fieri debet yydx == xxdg + gsdg, cuius integrationem 
nondum expedire licet. Interim quia integrale per seriem exhiberi potest, 
modo id fiat complete, etiam solutio per seriem obtinebitur. Posito scilicet 
X = et sumto elemento ds constante oritur liaec aequatio differentio- 

differentialis 

y^ddu %i,szdg^ = 0, 


unde per series integrando reperitur^) 


u 


-4(1 


;;4 + 


B-iy* ' 3 •4- 7- 8/ 


etc 


•) + 


Bg 1 


+ 


' 4-5-8-9J/* 


etc 


■). 


ubi pro aL et J5 functiones quaecunque ipsius y accipi possunt. Quare si 
ponatur ^ = f'.y, erit 

yyf'-y{w^- 


X 


8.4-7^/ 


f-y(i 


8.42/4 I 3-4*7*82/® 


■etc.)— 2 / 2 /( 1 - 
tc.) -1- 


“ j " 

Ai/'* “ 4 . 6 ■ 8 j/« 


' etc.^ 


4*62/^ ^4*6 *8-92/® 


• etc.^ 


1) Vide Insiikttiomm cdlmli integralis vol. II, § 929, Leoniiakdi Euieht Opera omnia^ 
series I, yoI. 12, p. 147. F. E, 

Leonhardi Eueeiu opera omnia I is Institutiones calculi integralifi 8 
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qua aequatione functio quaesita 0 ^Der binas variabiles x ei y generalissime 
exprimitur. 

Quoniam ergo methodos aperuimus aequationes differentiales quascunqne 
per approximationes integrandi idque complete^), bis metliodis in subsidium 
voca,ndis omnia problemata bnc pertinentia saltern per approximationem re- 
solvi poternnt.^ Ceterum in hac parte Analyseos snblimiori resolutionem 
aequationum differentialinm ad priorem partem Analysis pertinentium pro 
concessa assumere possumns, omnino uti, quo longius in Analysi progredimur, 
ea semper, quae ad partes praecedentes pertinent, etiamsi non penitus sunt 
evoluta, tanquam confecta spectare solemus. 


1 ) Yide Insmutionurn calculi inkgraUs toL I, § 650-667, Leonmardi Buleri Omra omnia 
series I, vol. 11, p. 424-434. P, E. 


OAPTTT in 


DB EBSOLUTIONB AEQUATIOMJM 
QUroUS BINARTIM FOEMULAEUM DIPPBEBNTIALIUM 
ALTBEA PEE ALTBEAM UTOUNQIJB DATDE 

PBOBLEMA 10 

73. Si 0 eiusmodi esse debeat functio binarum variabiUum a) et y, ut formulae 
differentidles et inter se fiant aeguales, indolem istius functionis in genere 
determinare. 

SOLUTIO 

Ponakxr et = ut sit d0 = i')dx gdy haecque formula 

pdx + qdy integrationem, sponte admittat. Qiioniam igitur requiritur, ut sit 
g=j 5 , exit d0 = p(dx -\- dy) et posito x + y = u fiet ds = pdw, quae formula 
cum debeat esse per se integrabilis, necesse est, ut p sit functio quantitatis 
variabilis u nullam praeterea aliam variabilem involvens; hincque integrando 
ipsa quantitas 0= J'pdu aequabitur functioni ipsius u sen prodibit 0 = f\u, 
quae functio omnino arbitrio nostro relinquitur, ita ut pro 0 functio quae- 
cunque ipsius u sive continua sive etiam discontinua assumta problemati sa- 
tisfaciat. Quare cum sit u = x-[-y, exit pro solutione nostri problematis 
8 => f : (x y). Quae forma, quo facilius appareat, quomodo conditioni prae- 
scriptae satisfaciat, sit d.f:u = duf :u ideoque ob u = x-\-y exit 

d 8 = {dx + dy)f\ {x y) = dxf: (x + y) + dyf\ {x + y) 

ideoque et 

ac propterea (^) = (^) Q.’^Pf omnino uti problema postulat. 
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COEOLLAEIUM 1 

74. Quaecunque ergo functio quantitatis a; + j/ formetur, ea pro & as- 

sumta praescriptam habebit proprietatem, ut sit ■ Talem autem 

functionem indicamus signo f : (a: + y), ita ut sit 4 ; = f : (a; + y). 

COEOLLAEIUM 2 

75. Qeometrice haec solutio ita referri potest. Descripta super axe linea 
curva quacunque sive regulari sive irregulari si abscissa exprimatur per x y, 
applicata semper idoneum valorem pro functione 8 exhibebit. 

COEOLLAEIUM 3 

76. Universalitas huius solutionis per integrationem erutae in boc con- 
sistit, quod quantitatis x-{~y functionem qualemcunque sive continuam sive 
etiam discontinuam pro 8 invenerimus, quippe quae conditioni problematis 
semper satisfacit. 

SCHOLION 1 

77. Fundamentum solutionis boc nititur principio, quod formula differen- 
tialis pdio integrabilis esse nequ eat, nisi quantitas p sit functio ipsius u vel 
vicissim u functio ipsius p, ita ut nulla alia variabilis in computum ingre- 
diatur. Quin etiam, qualiscunque fuerit p functio ipsius u, integrate, nisi actu 
exbiberi, semper tamen concipi potest. Si enim u denotet abscissam et p ap- 
plicatam curvae cuiuscunque sive regularis sive irregularis, qua ratione uti- 
que functio quaecunque ipsius u in sensu latissimo repraesentari potest, eius 
curvae area J'pdu praebet valorem formulae integralis pd%h, quae iterum ut 
functio ipsius spectari potest; ex quo vicissim functio quaecunque ipsius u 
naturam foi’mulae integralis j'pdu exbaurit, Quod autem functio quaecunque 
quantitatis x y pro 8 assumta satisfaciat conditioni, ut in differentiali 
d8^pdx-\-qdy fiat p = q^ sen (|^)==(f^)) ita per se est perspicuum, ut 
illustratione per exempla non egeat. Si enim verbi gratia ponatur 

8 = aa -\r h{x y) {x y)^ = aa -\-l)y -{■ xx -{■ 2xy + yy, 
erit differentiando 

+ + ( 1 ^) = ^ + 2 ?/, 

qui valores inter se utique sunt aequales. 


71 - 72 ] 
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BE AEQUATIONIBUS QUIBUS (§^) PER DATUB 


SOHOLION 2 

78. Cum a sit fuuctio binarum variabilium a? et i/ ac ponatur 

dz = pdcc g^dy, 

Til; git et (1^) = (Z, m hoc capite eiusmodi quaestiones evolvere est 

propositum, in qiiibus aaquatio quaecuuque inter et g praescribitur, in quam 
reliquarum variabilium x, y s uulla iugrediatur. Proposita ergo aequatione 
quacunque inter binas formulas ^ et ^ et constautes quaeri oportet indolem 
fuuctionis binarum variabilium x et y, ut formulis inde per differentiationem 
natis JJ = et g = praescripta ilia conditio conveniat. Quam tracta- 
tionem quidem exorsi sumus ab exemplo simplicissimo jp == g, cuius solutao 
etiam ope principii modo expositi conflci potest. At vero idem principium 
suflicit problemati sequenti latius patenti resolvendo. 


PEOBLEMA 11 

79. 8 i s eiusmodi esse debeat fmictio binarum variaUliiim x et y, ut fiat 
^ indolem istius functionis g in genere definire. 


SOLUTIO 

Posito d0=pdx-\-gdy requiritur, ut sit + = r Hinc cum sit 

g = ^-=f-^, erit 

dg == pdx -\-~—^~dy seu dg = --dy ^(^dx • ady), 

quam formulam integrabilem esse oportet. Cum autem pars jdy per se sit 
integrabilis, altera pars etiam integrabilis sit necesse est, unde posito 
^x—ay = u, ut altera pars flat ^du, evidens est jp functionem esse debere 
ipsius indeque etiam integrate proditurum esse functionem ipsius u=^x—ay. 
Quare ponamus 

fp{pdx—ady)=f'.{px — ay) 

^== J2/ + j/"- — 


eritque 
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seu aequatio quaesita indolem fimctionis ^ determinans erit 

= + f-{^x — ay) 

continnam sive discontinuam 
, erit ~ “*'■ formulae f, u differential per 

P-r-.(Px-ay) et 
unde manifesto resultat ap + ^q = y. 


COEOLLARIUM 1 

80. Eodem eolutio redit, si pro p eins valorem p substituamns, 

cU ^dx -i- ^^-(ady ~ I3dx) 


unde fit 
hincqne eodem modo 




™ redu- 

quae forma utiqne est functio ipsius ^x — ay. 

COEOLLAEIUM 2 

81. Si ergo in forma ds=pdx-\- q^dy debeat esse p-^q = l ob« — 1 

/9 = 1 et ;K = 1 solutio hue redit, ut fiat od«-i, 

^ = y + f:{x~y). 

“ abscissae x~y respondeat applicata «, 

SOHOLION 

obtinl L'1tr“’’T*r' s- sadem metbodo solutionem 

hcet, sed alio prmcipio uti convenit, cuius quidem yeritas ei 
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73-75] DE AEQUATIONIBTJS QEIBTTS (Q PER DATUR 


primis calculi integralis elementis est manifesta. Notari 
esse 


similique mode 
ita ut, cum sit 
futururu sit 


pdx =pcc — y ’ xdp 
f qdy = qy —f ydq, 
J'ijgdx qdy), 
0=px-\- qy —f{xdp + ydq). 


scilicet oportet 


Quomodo autem hoc principium ad solutiouem huiusmodi quaeationum, quae 
ad hoc caput sint referendae, applicandum sit, in sequentihus problematibus 
docebitur. 


PROBLEMA 12 


83. Si g eiusmodi esse debeat functio binarum varidbilium x ef y, ut posito 
dg=pdx qdy. fiat pq = l, indolem istius functionis g in genere definire. 


SOLUTIO 

Ex principio ante stabilito notemus fore 

g-=px-]-qy —J\xdp + ydq). 
Oum iam db pq = l sit O' == — , erit 


g = px-\- 


p 


■ J {xdp 


ydp\ 

pp )' 


Integrabilis ergo esse debet haec forma — -A-t in genere formula 

Judp integrationem non admittit, nisi sit u functio ipsiusj?; quare in nostro 
casu necesse est sit quantitas x — functio ipsius p tantum, unde etiam in- 
tegrale J' dp(x — ^ erit functio ipsius p tantum; quae si indicetur per f:p 
eiusque differentiate per dpf'.p, erit 
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Quare ad problema nostrum solvendum nova variabilis p introduci debet, ex 
qua cum altera y coniuncta binae reHquae et ^ determinentur. Sumta 
scilicet variabili p eiusque functione qiiacunqiie f\p indeque per differen- 
tiatioiiBin uGrivata capiat ur primo 

indeque erit 

^==~+Pf'-p-f-P, 

quae est solutio problematis quaesita generalis. 


OOEOLLAEIUM 1 

84. Hie igitur functio quaesita 0 per ipsas variabiles x et y explicite 
evolvi nequit, propterea quod quantitatem p ex aequatione x — — — f-P iu 
genere per x et y definire non licet. 


OOEOLLAEIUM 2 

86. Nihilo vero minus solutio pro idonea et completa est habenda, 
quoniam. introducendo novam variabilem p ex binis 2/ et a se invicem non 
pendentibus ambae reliquae x et 0 definiuntur. 


OOEOLLAEIUM 3 

86. Si sumamus /■': « = « 4. A . erit 

pp! 

f‘-P=(>tp~— et x — a = -^^, 
p ijp 

bine p^yt^-^ unde functio quaesita 0 ita se habebit 

« ^yV{^ I ay-\-^x — /3a: + 2«/3 

ViP + y) y(® — «)(^ + J/) y'Ca; — «)(/3 + 2/) 

seu 0 ^ 2 y(x — a)(y -j- / 3 ), quae est solutio particularis, et simplicissima est 
0 == 2 yxy. 


76 - 77 ] 
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BE AEQBAT10l7lBtjS OtJIBBS (|i) PER (||) DA^EE 


SOHOLION 1 

87. Quemadmodum solutio huius problematis ex alio principio eat de- 
ducta, ita etiam forma solutionis a praecedentibus discrepat, quod bic aequa- 
tionem inter x, y 0 explicitam exbibere non liceat, sed nova variabilis p 
introducatur. Cum igitur ante una aequatio inter ternas variabiles x, y ei 0 
solutionem continuisset, nunc accedente nova variabili p solutio geminam 
aequationem inter has quatuor variabiles postulat sicque pro nostro casu in- 
venimus 

is=px + ^ — f:p et x — -^-==f:p 

•existente d. f:p = dpf: p, ubi funotionis signum indefinitum f:, quod etiam 
functiones discontinuas admittit, universalitatem solutionis praestat. Quodsi 
bine litteram p eliminare liceret, aequatio evoluta inter a;, ^ et ^ obtineretur; 
baec autem eliminatio succedit, quoties pro f\p functio algebraica ipsius p 
assumitur, in genere autem nullo mode sperari potest. Nibilo vero minus 
ope curvae pro lubitu assumtae problema construi potest; sumta enim curva 
quacunque sive regulari sive irregulari ponatur abscissa =p sitque applicata 
erit f-p^J'rdp area eius curvae; quae si dicatur — s, aequationes 

binae 

X — = x et g = px — s 

pp ' p 

solutionem completam problematis praebebunt. Scilicet sumto pro x valore 
quocunque erit y—pp(x — r) bineque fit 0 = 2px — pr — s, in qua solutione 
ni hil ad praxin spectans desiderari potest, 

Hinc patet etiam fortasse fieri posse, ut duae novae variabiles sint 
intro ducendae ac turn solutio tribus aequationibus contineatur; neque etiam 
turn quicquam deerit ad usum practicum. 

SOHOLION 2 

88. Cum pro formula d 0 pdx + g_dy requiratur, ut sit ■pg' = l, intro- 
ducendo angnlum indefinitum cp alia solutio concinnior elici potest. Posito 
enim p = tang, cp erit q = cot. cp et ob d 0 = dx tang, cp dy cot. cp fiet per 
reductionem supra indicatam 

^ ^ tang, cp + y cot. cp-jdcp - -r|^) , 

Leonhaiidi Euleri O^jera omnia Iia Institutiones calculi integralis 


9 
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unde patet formulam — esse debere functionem ipsius (p; quae si 
ponatur f'‘.(p et formula integralis J'dcpf'icp = f\cp, binae aequationes 
solutionem continentes erunt 

^ = a;tang.9) + 2/cot.9)-/’:(p, 

unde iam pro lubitu a? vel y eliminate licet. Quin etiam utramque eliminare 
possumus ac per binas variabiles ^ et y binae reliquae a? et ita exprimentur 

X = ~gCO\t.<p + ~Q,Oi.(p-f\p-{-~C,Q^.(p'^-f\(p, 

«/ == tang. (p-\-~ tang. cp-f\(p — ~ sin. cp^ • f\ cp. 

Quodsi igitur bine dififerentialia capiantur ac ponatur dy — 0, ex posteriori 
dabitur relatio inter dz et dp, unde, si ipsius dp valor in priori substituatur, 
necesse est prodeat == ci!a)tang. 93; simili autem modo si ponatur da! = 0, 
ex altera orietur dg = dy cot. p. 


PROBLEMA 13 


89, 8i g eiusinodi esse debeat fmetio binarum variabilium x et y, ut posiio 
dg =pdx qdy fiat pp 1, indolem istius functionis g in genere investi- 

gare. 

SOLUTIO 

Cum per reduction em flat 


g^px-\-qy —f (xdp + ydq), 
ut irrationalia evitemus, ponamus 


l — rr 
1 +rr 


et 



2r 

1 + ^ 


siquidem bine At + g-g- == 1 . Erit autem 


dp = 


— 4:rdr 
(1 + rry 


et 


g „ ■■■■_ 2dr(l-rr) 


n-m] 


bl! AEQbA^IOmBbS QUlBUS {—) PEE (|i) DAl!UE 


6? 


hincque fit 


(1 — rr)x-i- 2»‘2/ I n C^xrdr — ydr(l — rr ) . 

^ 1 -{■ rr J (1-1- rry ’ 


quae forma integralis cum sit functio ipsius r, statuatur ea =f: 
differentiale = dr f: r, ex quo obtinebimus 


2a;r — y(l — rr) 

(1 -h rry 


f.r et + 


Unde si eliciamus 
erit 


^ + i^+Jiy f\ r, 


2r 


2r 


: = (1+^ _L ijUf* f': r-i-2f:r. 
2r ^ 2r ' ' ' 


COBOLLARIUM 1 

90. Si irrationalitatem non pertimescamus, ob 

-pdp 


^ = 1/(1— jpi?) et e?2 = 


erit 


1/(1 -PjP) 


i-}>x+y 1/(1 -tp) ■ 


Posito ergo s = yVil — pp) — f‘.p erit 


X 


py 


r-.p 


V(i— 

COBOLLARIUM 2 

91. Solutio simplicissima sine dubio prodit sumendo f:p = 0] 


sit X-- 


py 


1/(1 —pp) 


, erit 


P 


X 


hincque 


yixx^ryy) 


et l/(l — pp) = 


yixx-^-yij) 


Ex quo yalore fit 

{ds\ 

\di)=^ 


0 + 2/2/)- 








y 


y(xx -1- yy) 


r eiusque 


unde cum 


ideoque pp -j- SS = 


9 * 
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COEOLLAEIUM 3 

92. Si ponamus j) = sin. (p, erit q = cos. (p hincque 

= a: sin. (p-\-y cos, p —J' icp(x cos. p—'y sin. p)-, 
eiit hoc integiale f • p eiusque differentiale dpf'\ p. Ex quo habobimus 

0 — X sin. p y cos. p ~ f'. p et x cos. p — y sin. p = f': p. 

PEOBLEMA 14 

93. Si z eiumodi esse dehat fmctio Unamm variaUlium x et y, ut posito 

dz ^pdx + qdy quantitas q aequetur fmctioni datae ipsius p, indolem hums 
functionis z in genefc investigafe. 


SOLETIO 

Oum q Bit functio^ data ipsins p, ponatnr dq==rdp] erit etiam r functio 

ata ipsins p. Aequatio ergo nostra generalis solutionem suppeditans induet 
hanc formam 

z =px + qy —J dp(p ry), 

unde patet miegxasle f dp (x ry) fore functionem ipsins p; quae si generatim 

per f-.p exponatur eiusque differentiale per dpf'-.p, habebimus 

z=px + qy — f:p et x + ry = f-.p, 

quae duae aequationes solutionem problematis universalissime complectuntur, 

siquidem f .p functionem quamcunque ipsins p sive continuam sive disconti- 
nuam denotare potest. 

COEOLLAEIUM 1 

94. Cum sit q functio data ipsins p indeque = §|, si functio indefinita 
ipsins ^ ponatur f.p = P, ob f:p = -~ solutio his aequationibus continebitur 


z=px-\-qy — P et xdp ydq = dP. 


81-82] DE AEQUATIONIBUS QUIBXJS (g) PER {-) DATEE 69 

COROLLARIUM 2 

95. Si ad constractionem utamur curva quacunque, in qua, si abscissa 
capiatur ==p, applicata sit =f'p, area eius curvae dabit valorem ipsius f’.p. 
Sin antem applicata indicetur per f:p, turn. f':p exprimet tangentem anguli, 
qnem tangens curvae faciet cum axe. 

SCHOLIOlsr 

96. Duplici ergo modo curva quaecunque ad libitum descripta, sive sit 
continua sen aequatione quapiam, analytica contenta sive libero manus ductu 
ntcunque delineata, ad constractionem problem atis adbiberi potest. Vel enim 
abscissa per p indicata applicata sumi potest ad f:p vel ad f':p exprimen- 
dum nec facile dici potest, utrum ad praxin commodius sit futurum. Ubi 
autem buiusmodi problemata realia occurrunt, reliquae circumstantiae solu- 
tionem determinate solent, unde pro quovis casu constructio maxime idonea 
facile colligetur. Problemata autem mechanica banc calculi integralis partem 
postulantia semper ad formulas diflferentiales secundi altiorumque ordinum 
deducunt, quarum resolutio ne suscipi quidem posse ante videtur, quam 
metbodus pro formulis differentiabbus primi gradus fuerit patefacta. 

Hactenus quidem problemata proposita absolute resolvere licuit; nunc 
autem quando conditio praescripta relationem formularum et per 

reliquas variabiles x, y et s deflnit, negotium in genere non amplius succedit, 
nisi relatio praescripta unicam tantum variabilem cum binis formubs diffe- 
rentialibus coniungat. 



CAPUT IT 


DE EESOLETIONB ABQUATIONUM QDIBUS EELATIO 
INTER BINA8 FORMULAS DIPPBEENTLALES 
ET UNIOAM TEniM QUANTITATDM VAEIABILIUM 

PEOPONITUE 

PBOBLEMA 16 

97. 8i z eiusmodi esse debeat functio binarwin vaTidbilium x et y, ut posito 
dgi == pdx qdy sit q = ~, indolent hums functionis in genere investigare. 

SOLUTIO 

Oum sit 

haecque formula esse debeat integrabilis, necesse est, ut px ac proinde etiam a 
sit fiiuctio quautitatis lx Quare solutio nostri problematis in genere ita 

se babebit, ut sit 

^ — et px ~ f'\ (lx ^ 

sumendo scilicet perpetuo d.f:u = duf\ u. Hinc autem erit 

sicque 2 = —, omnino uti requiritur. 


84-85] PROPONITUE EELATIO INTER (f|), ET UNIOAM YAEIABILIUM x, y, g 71 


COEOLLAKIUM 1 

,- *98. Gum sit 

hinc alia solutio deduci potest. Si enim ponamus 

erit px = f: — Ip^ indeque 

OOEOLLARIUM 2 

99. Hac ergo solutione nova introducitur variabilis p, ex qua cum y 
coniuncta definitur primo 

turn vero ipsa functio quaesita 

g=px-\- — 

Huic autem solutioni praecedens sine dubio antecellit, cum ilia quantitatem s 
immediate per x Qi y exprimat. 

SOHOLION 

100. Quo has duas solutiones inter se comparare queamus, quoniam 
functio arbitraria in utraque diversae est indolis, etiam characters diverse 
utamur. Cum igitur prima praebeat 

^ f et = 

altera vero 

et px^ -Ip), 
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patet fore 

et f:(Z+b)-F:(^-lp) + r:(j-lp), 

unde non solum relatio inter utriuaque functionis f Qi F indolem deiinitur, 
sed etiam inde sequi debet fore 

id quod non parum videtur absconditum. Verum ob hoc ipsum istud pro- 
blema eo magis est notatu dignum, quod solutio altera, qua nova variabilis p 
introducitur, congruit cum priore, ubi z per x et y immediate definitur, neque 
tamen consensus harum solutionum perspicue monstrari potest. Quamobrem 
quando ad eiusmodi solutiones pervenimus, uti in problematibus posterioribus 
capitis praecedentis usu venit, in quibus nova variabilis introducitur, non 
omnem statim spem eius eliminandae abiicere debeinus, cum isto casu altera 
solutio ad priorem certe sit reductibilis, etiamsi methodus reducendi non 
perspiciatur, quam tamen infra § 119 exbibebimus. 


PEOBLEMA 16 

101. Si z eiusmodi esse deheat functio hinanm variabilium x et y, ut posito 
dz—pdx-{-ydy sit y-pX-^-T existentibus X et T functionibus guibuscunguc 
ipsius X, indolem istius functionis z in genere investigare. 

SOLUTIO 

Cuna ergo sit dz ^pdx FpXdy + Tdy, statuatur p = r — ut prodeat 
dz = rdx + rXdy = + r Z g + dy) , 

qua reductione facta perspicuum est tarn r X qnscm f r X dijj fore func- 

tionem quantitatis >+ Quare si ponamus 

/rx(f + rfy) = /-:0+/f), 
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rX = r:(2/+/5) 

ac turn functio quaesita exit 

quae ob fuuctionem indefinitam f : est completa* Turn vero erit 

imde patet fore utique q=^pX-\-T. Quoniam vero X et T siint functiones 
datae ipsius a;, formnlae iiitegrales solutionem non tnrbant. 


COROLLARIUM 1 

102. Solntio aliqnanto facilior redditnr sninendo ex conditione praescripta 
p = X — ^ , unde fit 

+ et . /¥+/«(''» + 'v)' 

lilin manifesto est 

Jg.{dy + 5) = /■ : (y +/-x) 

sicque ipsa solntio praecedens resultat. 

COROLLARIUM 2 

103. Eodem modo resolvitur problema, si proponatur conditio s' =i)r+ F 
existentibus F et F functionibus datis ipsius y. Turn, enim erit 

ds = pYdy Vdy et ^ Vdy -\-J^p(dx Ydy')- 

Hie ergo fit 

fp(dx + Ydy) = /■: (tc +/ Ydy) 

et solntio erit 

^ = f Vdy Ydy), 

unde fit 

^ : (a: -i-fYdy) et g = F+ Ff (a; +/ Ydy). 

Lkonhabdi Euleri Opera omnia Iis InBtitntiones calculi integvalis 10 
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SCHOLION 

104. Ex forma solutionis hie inventae discere poterimus, quomodo pro- 
bloma comparatum esse debeat, ut eius solutio hac ratione perfici et functio 
per binas variabiles x et y exhiberi queat. Sint enim K et V functiones 
quaecunque ipsarum x et y indeque differentiando 

dK=Ldx~\-Mdy et dV = Fdx Qdy\ 

iam a solutione incipiamus ponamusque 

s = K+f-. V 

eritque differentiando 

da = Ldx + Mdy + {Fdx + Qdy)f : Y. 

Cum iam hanc formam cum assumta 


comparando sit 
erit 


da ~ pdx Q.dy 

p = L + Pf\V et q^M+ Qf-.V, 
Qp~Pq = LQ — MP. 


Quare si hoc problema proponatur, ut posito da = pdx + qdy fieri debeat 

solutio erit dummodo M et L itemque P et Q ita sint com- 

paratae, ut sit 

Ldx -{■ Mdy = dK et Pdx Qdy = dV] 
verum hi casus ad sequens caput sunt referendi. 


PROBLEMA 17 

105. Si a eiusmodi esse deheat functio hinarum variahilium x et y, ut posito 
da ~ pdx -p qdy sit q — Px II existentibus P et II functionibus datis ipsius p, 
indolem istius functionis a in genere investigare. 


1) Vide praesertim § 146^ 


F. 1, 
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SOLUTIO 

Cum igitur sit dz =pdx Pxdy Ildy, erit 

g =px + J'iPxdy + Udy — xdp). 


Statuatur Px-{-n=^v, ut sit x = ^-^, fietque 


g=^px-\- J(vdy — ^--\-^-)- 


Quare cum P et 11 sint functiones ipsius p ideoque formula J* data, 
habebitur , ^ 

unde patet tarn v quam J' v (dy — functionem esse debere formulae y J"-- 
Ponamus ergo 

fv(dy-^)=^f:{y-f^) 


'dp 

T 


eritque 
et bine 

turn vero 


v-Px + n-r-.{tj -f ~f) 


COBOLLABIUM 1 

106. In solutioue huius problematis iterum nova variabilis p introducitur, 
ex qua cum y coniunctim prime variabilis turn vero ipsa functio quaesita 
z determinatur. 

COEOLLARIUM 2 

107. Neque vero bine istam novam variabilem p ex calculo elidere licet, 
uti ante usu venit, propterea quod bic P et 77 functiones ipsius p denotant, 
quarum indoles iam in ipsum problema ingreditur. 
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COEOLLIEIUM 3 

108. Simili modo problema resolvetur, si permutandis x ei y quantitas 
p ita per i/ et ^ detur, iit p = Qy S denotantibus Q et S' functiones 
datas ipsius q. 


SCHOLION 


109. In boc capite constituimns eiusmodi problemata tractare, quorum 
conditio aequatione inter binas formulas dijferentiales = p, et 

unam ex tribus variabilibus x, y Qi g utcunque exprimitur. Problemata autem 
bina evoluta ex boc genere certos casus complectuntur, quorum solutio pecu- 
liari metbodo expediri potest simulque ad formulas simpliciores perducitur. 
In posteriori quidem relationem inter g et a; ita assumsimus, ut sit 
g == Fx 4" n sen ut in valore ipsius g per ^ et a: expresso quantitas x 
unam dimensionem non excedat; in priori vero ita, ut sit q==pX-{-T sen 
ut in valore ipsius g per p ot x expresso quantitas p unicam obtineat dimen- 
sionem. 

In genere autem notasse iuvabit tarn quantitates p et a; quam g et 
inter se esse permutabiles. Cum enim sit ^j^pdx^px — j'xdp, loco 


erit 

Simili modo est 
turn vero etiam 


g = J‘{pdx + qdy) 
g=px-\- J‘(qdy — xdp). 

» = <iy -{-fipdx — ydq) , 
8=px + qy —f{xdp + ydq). 


Quibus ergo casibus una barum quatuor formularum integralium redditur inte- 
grabilis, iisdem ternae reliquae etiam integrationem admittent. Cum igitur 
in superiori capite primam formulam resolverimus, si p vel g quomodocun- 
que detur per x et y, ita eodem modo resolvetur formula secunda, si g per 
p et y, tertia autem, si p per a; et g, at quarta, si vel x per j) et g vel y 
per jp et g utcunque datur; quae quaestiones cum generaliter expediri queant, 
eas in sequenti problemate evolvamus. 
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PROBLBMA 18 


no. Posito dg=pdx-\-qdy si relafio inter p, q et x aequatione quamn- 
que definiatm, indolem functionis z, quemadmodum ex Unis variaUhhus x et y 
determinetur, in genere investigare. 


SOLUTIO 

Ex aequatione inter p, g et a; proposita qnaeratur valor ipsius x, qni 
functioni cuipiam ipsarum p et g aequabitnr. Cum iam sit 

e=px-\-qy—f(pdp-\-ydq), 

quoniam a; est functio data ipsarum p et q, formula xdp integretur sumta 
quantitate q constante sitque 

j' xdp == F+ f : 2 

et erit V functio cognita ipsarum p q, qua differentiata prodeat 

dV^xdp-^Sdq, 

ubi 8 quoque erit functio data ipsarum p et q. Quia iam forma f{xdp-^ydq) 
integrationem admittere debet, aequabitnr formae Y-Pf\q, unde differeni- 
ando concluditur 

xdp + y^y. ~ ^ 

ideoque ,, r. „ 

j/ = S+r:2 g^px-Y qy — Y—.f -q 

seu ^ ^ T/ 

g = px Sq -Y qf : 2 — f : 2 — B. 


Solutio ergo ita se babet: 

Primo ex conditione praescripta datur a; per p et q; turn sumta q con- 
stante sit Y-= Cxdp et vicissim dY=xdp-Y^^P> inventis autem Y et 
per jp et 2 reliquae quantitates y et ita per easdem exprimentur, ut sit 

et g^px-Y Sq-y qf^q — f'-q.— '^^ 

quae solutio, quia f\ q functionem quamcunque ipsius q sive continuam sive 
discontinuam denotat, utique pro completa latissimeque patente est habenda. 
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ALITER 

111. Yel ex aequatione inter p, q ei x data qnaeratur valor ipsius p 
per a? et g- expressus, ita ut p aequetur functioni cuipiam datae binarum 
variabilium x et g^, per quas etiam reliqnas quantitates y et z deflnire cone- 
inur. Ad hoc utamur formula 


^ = qy+f(pdx~ydq), 

et quia p est functio ipsarum x et q, dabitur earundem eiusmodi functio V, 
ut sit 


Statuatur ergo 
eritque 


dV=pdx Bdq. 
f{pdx — ydq) = V-\-f\q 
y = — B — f'-.q et 2=^qy + V+f\q. 


GOROLLARIUM 1 

112. Utraque solutio aeque commode adhiberi potest, si ex relatione 
inter p, q at x proposita tarn quantitatem x quam p aeque commode deflnire 
liceat. Sin autem earum altera commodius deflniri queat, ea solutione, quae 
ad istum casum est accommodata, erit utendum. 


COROLLARIUM 2 

113. Sin autem neque p neque x pommode elici queat, turn nihilo minus 
hie resolutio aequationum cuiusque ordinis quin etiam transcendentium tan- 
quam concessa assumitur. Ceterum etiamsi q facile per p Qi x deflniatur, 
hinc calculus nihil iuvatur. 


COROLLARIUM 3 

114. Ex hoc problemate utpote latissime patente etiam bina praecedentia 
resolvi possunt; solutio autem hinc inventa a praecedente discrepabit, cum 
ilia ex methodo particular! sit deducta. Operae autem pretium erit has du- 
plices solutiones inter se comparare. 
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^n- 


® nunc posita 


EXEMPLUM 1 

116. Si fuerit g==^X+T eccistentibus X et T functionibus ipsius x, i 
dolem functionis si investigare. 

Hie solutione ntendum est posteriori, pro qua est p = ^ 
q constante prodit 

, r ridx 

r^jpdx^qj 

hineque 

unde solutio Ms formulis continetur 

q=^pX+T, y = + 

solutio autem superior [§ 101] ita se habebat 

q^pX^T, = -/^- + /’:(?/ +/-f)• 

SCHOLION 

116. Consensus harum duarum solntionuna ita ostendi potest, nt ex ea, 
quam Me invenimus, antecedens per legitimam consequentiam formetur. 

Cum enim sit 

rdx 

statimtur teevitatis gratia !, +/^| - u* sit f-.t -i «t ergo «m 

q aequalis functioni cuidam ipsius v, quae ponatur q — F'w, unde fit 
dq == dvF" : v, ergo 

dqf: q = — vdvF"-. v = — vd. F': v, 

ergo integrando 

f-q=,—yvd.F':v == —vF'w + fdvF’iv = —vF':v Fw. 

Quare cum sit 
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erit 

^--J^ + vF'w-vr’.v-^Fw seu ^ + F:(y +f^), 

quae est ipsa solutio praecedens. 

EXEMPLUM 2 

117. Si fuerit q — Fx + II existentihus P et n fmctionibus datis ipsius p, 
indolem functionis s, ut sit ds — pdx -{■ qdy , investigare. 


g-n 


Hie solutione priori utendum, cum sit a; — p 
stante quaeratur 


Sumto ergo q con- 


unde fit 

Solutio ergo praebet 
et 


z = 


pn 


sive 


r-fxdp - s/f 

«=©=/f- 

a/=/f + f:j 

+ aj^- + if'-a — f's-a J-f+J 
-^^^-"^+f‘^ + ar:a-f.a. 


ndp 


P ' J p 

Solutio autem eiusdem casus supra (§ 105) inventa erat 


X : 


P 


et ff = P® + iT 


atque 


z = 


-pll 




SOHOLION 1 

118. Videamus, quomodo solutio hie inventa ad superiorem reduci queat. 
Cum ibi invenerimus 



97-98] TO,OPOS1TOB BEIAHO IKME (‘A fe] M CSIflAM tAEtABlLnM 


eritque statim 


seu 


vicissim q aequabitur functioni quantitatis ponatur ergo 

Sit brevitatis gratia y — /"“F = q = F :v et v = f.q, ei’it 

]?• y =J’ q^dv = qv —f vdq == qv —j'dqf’. q. 

Ergo F IV — ([v — /*• 

f. i- [y {v -/f ) -F-.{y -/-f-)- 

Quibus valoribus snbstitutis habebimiis 

a: — p- + y : (» —J^f) 

+ 1 y' : (s, -/f ) +J^+{y -/f ) ^ (» -If) 

,.^+^F’:{y -/f ) +/^« +Hy -If)’ 

quae est ipsa solutio ante inventa. 

SCHOLION 2 

119. Hoc consensu ostenso etiam consensum supra observatum (§ 100) 
demonstrare poterimus, qui multo magis absconditus videtur. 

Altera autem solutio ibi inventa erat 

et g==fCoArF\{^--l^, 

Lboneakdi Eulew Opera omnia Iia Instdbitaonea calculi integralia 


et 


seu 
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ex quarum formula priori patet fore vicissim ^ — Ip functionem ipsius px, 
Hinc etiam — — Ip -{■ Ipx seu aequabitur functioni ipsius px; denuo 

ergo vicissim px aequabitur functioni cuipiam ipsius Ponatur ergo 

px ~ et cum sit 


erit 






C (dy , cl x\ 

ri + v) --p®- 

lam pro px sobstituto valore f-.(^+lx) obtinebitur 

— i>* + 0 (f + ix) ' 

ita ut bine fiat z = f \ Ix^ ^ quae est ipsa solutio altera. 

Hac igitur reductione baud parum luminis accenditur ad alia mysteria 
huius generis investiganda. Summa autem buius ratiocinii buc redit, ut si 
fueiit r ~ f s, fore etiam r — J’ ; [s -|~ -R) denotante JR, functionem ipsius r, 
quod quidem per se est evidens, quia utrinque^ t per s determinatur. Cum 
ergo sit 

erit ra_r = ^':{s + Ji), 

f: s —fdsf : s —frds -fr(is + iM - dSj -f{ds + dIt)F'-. (s + ii) —frdlt 
ideoque 

f : s = F : (s B) rdB, 

unde loco functionum quantitatis s functiones quantitatis s + B introduci 
possunt. Scilicet si sit r = f : s, sumi potest r = P' : (s + jR) existente B 
functione quacunque ipsius r, turn vero erit 

f:s = F:(s-i- B)—frdB. 

EXEMPLUM 3 

120. Posito dg —pdx q^dy si x aequetur fimctioni liomogeneae n dimen- 
sionum ipsarum p et q, indolem fmetionis z imestigare. 


99-100] PBCPONI^TUB RELA^IO IHTEB (||), (^) UKICAM VARtABlLIUM x, ij, H 8g 

Cum (£ detur per p et g, utendum erit solutione priori et ob %= func- 
tioni bomogeneae n dimensionum ipsarum p et q ponatur p = qr fletque 
x = q^B existente B fuuctione ipsius r tantum. Sumatur nunc q constans et 
quaeratur 

V =Jcodp =Jq’"''^Bdr 

ob dp = qdr eritque 

Y = q'^'^^J^Bdr, 


quod iutegrale datur. Hinc differentiando erit 

dV=q''^^Bdr-i-(n-\-l)q”dqfBdr; 

quae ut cum 

dV=xdp + 8dq = q"Bdp + 8dq 
comparari possit, quia ob dp = qdr rdq est 

dr=q^+^Bdr-\-X^'>’^^ + 

S^ — 4'Br + (n-b 1 ) 2 ”/ Iddr, 

y = — fBr + (n + l)q''fBdr + T : 2 et a: = q^B 
g^nq”"^'^fBdr-\-qf'.q — f'.q 


erit 

unde fit 


atque 

existente p = qr. 


OOEOLLARIUM 1 


121. Sit X = -- et posito p = qr erit x == r"‘ ideoque w = 0 et B = r”‘, 
unde fit 


Quare ob r == a;'" erit 


'm 






11 * 
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GOROLLARIUM 2 

122. Eodem casu ergo, quo aequabitur g fonctioui quantitatis 

quae quan-faitas si ponatur =v et q^^F'w, ni sit v = f':q, erit 
f.q^^Jdqf\q=fvdvF"\v 

ob dq = dvF"\v, unde concluditur 

f-.q=^vF'\v-F:v et !i^F\v^F\(y-]r:£^<^")- 


EXEMPLUM 4 

123. Buarum variaUUum x et y eiusmodi fmctionem ^ imestigare, ut posito 
d2=pdx-\-qdy fiat x^=Sjgqoi'. 


Consideretur forma 


'qy+ f{pdx — ydq), 


ubi iam formulam pdx — ydq iutegrabilem reddi oportet. Statuatur p — ux 
et conditio praescripta dat ir(l + m“) = SgM, unde fit 


X = 


turn vero 


sicque babebitur 


Squ 
i + m“ 

d 

(l+M®)* 


, Bquu 


, Bqdu(l—2u^) . 5udq 


, ri'9qquudu(l-2u^) , Qqu^dq 

[ (1+^ — + (1+^^ y^V ' 

f'9qquudu(l — 2u^) 3gg( l + 4a°) / ^3g(l + ^u^)dq 

J (1+uY ~2(i+My J {1+u^y ’ 

^ - qy + {y + 1^^) ■ 

Quare necesse est esse y + functionem ipsius q tantum, quae sit 


at 

ergo 
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f \g[, unde fit 


y— 1+^tS T -0. ei) ^ qy^ 2{1 + uY ^ 


sen 


_ 3gg(2M«-l) _ .f 

2(1 +M*)^ ST-s-ri-y 

existente x = ■ Ex quibus tribus aequationibus si eliminentur binae 

quantitates q et u, orietur aequatio inter ^ et x, y, quae quaeritur. 

COEOLLAEroM 1 

124. Ex aequatione pro y inventa colligitur 

3 -y-f-q 

1 “f" q 


aequatio autem pro 0 inventa abit in hanc 

. _ ^gg ^ of-a-\-f-a 

^"l + M^ 2(1 +M*)* + 

quae eliso u transmutatur in hanc 

z = - qy - 2qr : q - -^(y + r : qy + f'. q; 

turn vero est 

x = — u{y-{-f':q), 
unde reperitur u = y^f.g^ hincque 

a:’ = 3g(2/ + r:ff)^ + (2/ + f.-g)’. 


COEOLLAEIUM 2 

125. Si sumamus f' : q — a, erit f \ q = aq i et postrema aequatio 
praebet = Cum deinde pro hoc casu fiat 

g^ — qy-^aq — -^(y + ay + l), 

proveniet loco q valorem inventum substituendo 

6h{y + a) — (y + ay — 2x^ 

3(2/,+ ®) 
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COEOLLAEIUM 3 

126. Cum in genere sit 

a:” = ( 2 / + f'- ^f{y + ^2 + f‘. g), 

ponamus f : 2 = a*- 32 ideoque f-.g = l-]-ag[ — \gg, nt fiat 


a 2)gf 


2/4-a’ 


eritque 
Hinc ergo prodit 
et 


a;]/; 


X 




f : 2 . - — y 


1/(2 + a) 


+ 5(?+£l - - 4 (, + <.)■ + 4 .ya>{!, + ») 


6 (y + a) 


, aa-yy . xy^x 
6 


a;® 


atque 


seu 


3 l/(y + a) 6 (y + a) 


-2/(2/ -!-«) + 


yxYx 

3l7(y + a) 


— 2ft2 + 322' 


__^_pZ, + a2--y22 


i = & — 4- 2 / ( 2 / + «) + -^ “ 2 (77 + al 2 ^^ 


et facta reductione 


31/(2 -fa) 2(y + a) 

' = ^ + 4 -( 2 / - 1 - «)' — 4 + “)• 


COEOLLAEIUM 4 

127. Quodsi Me sumatur a==0 et 6 = 0, erit per expressionem satis 
simpEcem 

3 = -Yyy — -j^y^V’ 

quae quomodo conditioni praescriptae satisfaciat, ita apparet. Per differen- 
tiationem colligitur 
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hincque 


at 3pq = XX 


^’+ 23 ®= — xyVxy-\-x^, 
yVxy ideoque 3pqx — x^ — xyVxy, ergo 

= 8pqx. 


X Yx 

Jyy 


SCHOLION 

128. Successit ergo solutio, quancio aequatio qiiaecunque inter q et a; 
proponitur, etiamsi casibns, qnibus inde neque x neque p elici potest, diffi- 
cultas qnaedam restat, quae autein resolntionem aeqnationum finitarum po- 
tiBsimnm afficit, quam hie merito concedi postulamus. Interim ex postremo 
exemplo perspicitnr, quomodo operatio sit instituenda, si ope substitutionis 
idoneae aeqnatio proposita ad resolntionem accommodari queat, cui antem 
negotio Me amplius non i m moror. Neqne etiam eos casus, qnibus inter f, 
q Qt y relatio qnaedam praescribitur, hie seorsim evolvam, cum ob permn- 
tabilitatem ipsarum x et y, qua etiam j) et q permutantur, hi casus ad 
praecedentes sponte revocentur. Superest igitur casus, quo aequatio inter 
f,qQ\iii proponitur, ubi quidem statim manifestum est in aeqnatione 
dg = pdx + qdy quantitates ^ et g non uti functiones ipsarum x et y spec- 
tari posse, quoniam etiam a ^ pendent, neque ergo earum indoles inde deter- 
minari poterit, ut formula pdx qdy integrabilis evadat. Verum sine discri- 
mine conditio ea est definienda, ut aequatio differentialis dg — pdx — qdy = 0 
fiat possibilis; ad quod ex principiis supra stabilitis (§ 6) requiritur, ut posito 

sit 

Lp + Mi-N-O B6U i>(-f)-2(f-) + (f)-(f)-0- 

Quare proposita aequatione quacunque inter p, q et ^ eas conditiones in ge- 
nere investigari oportet, ut huic requisite satisfiat. 
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PEOBLBMl 19 

129. Si jposito ds =pclx -\- qdy debeat esse jp + <? 
tionis s ad varidbiles x et y in genere investigare. 


relationem func- 


SOLUTIO 

Gum sit i = aequatio nostra hanc indnet formam 


ds =pdx—pdy + 


0dy 


sen 


p(dx — dy) 


ad0—0 


V a J ' 


Quoniam igitnr ambae formulae d(c — dy et — per se sunt integrabiles, 

ob 

0 a 0 ^ 


necesse est, ut — sit functio quantitatis x — y’, ponatur ergo ~ = f':(x — y), 
ut fiat 

U^l-^f:(cc-y). 

Definiri ergo potest per x et y, et cum sit e^^^-y) etiam functio ipsius 
X — y, si ea ponatur =F:(x — y), erit 


unde fit 


6“ F'.(x — y), 


= et ^ g - e^F' : (x - y) + ^e^F: (x - y) 

ideoque 


i5 + 2 = : {x — y) = ~ 


uti requiritur. 
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COEOLLAHIUM 1 

130. Ex hoc exemplo intelligitui’, quomodo certa functio ipsaruin p q 
quantitati z aequari possit, etiamsi p q sint functiones ipsarum x et y. 
Simul scilicet ratio integralis fornmlae dz — pdx + qd/y introducitur in cal- 
cnlum. 

COEOLLAEIUM 2 

L 

131. Forma e°'F\[x — y) pro valore ipsins z inventa per functionem 

a:— y 

qnamvis ipsins x — y multiplicari potest. Si ergo multiplicetur per e “ , fit 

X ® a;4-y 

z = e‘^ F:{x — y). Sin antem multiplicetur per e , fit 0 = e A’ : (a; — y), 

quae formae problemati aeque satisfaciunt. 


PEOBLEMA 20 

132. Si posito dz =pdx qdy quantitas z aequari debeat functioni datae 
ipsarum p et q, indolem, qua z per x et y definitur, in genere investigare. 


SOLUTIO 

Ex formula proposita habemus dy = ^ statuatur p ~ qr , ut sit 

* 

z aequalis functioni ipsarum q et r, et ex dy = — rdx elicitur 


S' - 7 + *'*'■)’ 


a ■ J \ qq 

quam formulam integrabilem reddi opoidet. Cum igitur z sit functio data 
ipsarum q et r, posito r constante quaeratur integrate formulae sitque 

Jqq 

unde differentiando prodeat 

dr=^ -\- Bdr, 

qq 

ac iam patet esse debere x = B-\- f' \r indeque obtineri 


y = — Br — rf '.r-{-V-\-f\r, 

Leonhardi Eueeui Opera omnia I is Institutiones calculi integralis 


12 
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quibus duabus aequationibus relatio inter quantitates propositas deter- 
minatur. 

Prime igitur posito p — datur s per q et t. Deinde sumto t constante 
integretur formula ^ sitque integrale resultans 7=/-^, qiiod etiam per 
q et T datur, unde sumto q constante colligitur JR = ) ■ Quibus inventis 

erit 

x = et y ^ rx V f‘. r 

sicque omnes quantitates per binas variabiles g et r determinantur. 


COROLLAEIUM 1 

183. Quia permutatis x et y litterae p et q permutantur, simili mode 
nostram investigationem incipere potuissemus ab aequatione dx= ~ 
similisque solutio prodiisset, quae quidem forma diversa, at re congruens esset. 


COROLLAEIUM 2 

dis 

134. lam scilicet posito q=ps, ut sit dx=^ — sdy, erit 

lam sumto s constante ponatur = 7, quae quantitas per et s deter- 

minatur, ea vero prodeat = 8; erit 

y = S-^f'-.s et x = -^ — sy-]rU-Jrf-s.: 

EXEMPLUM 1 

135. Si esse debeat p q== ^ , solutionem pro hoc casu exMbere. 

Posito = g-r erit s = aqit -\- r)', nunc sumto r constante erit. 
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Hinc reperitur 

X = alq -{■ f : r et y = - arlq — rf' : r a(l r)lq f: r 

Q. 

sen 

y = a(^ -\- r) alq — rf'.r-\-f\r. 


Si Mnc q eliclere velimus, ob l = solutio his duabus aequationibus 

continetur 


x = al 


et 


O' (1 + r) 


+ f'-f 


y = + + «(1 + r) - rf: r + f-. r. 


Unde sequenti mode praecedens solutio [§ 129, 131] ebci potest. Ex forma 
priori est 

— — l—== — Z(l + ^) + -^f''.r = funct. r , 

ex ambabus vero 


y — X = ail r) — (1 -\- r)f r -{■ f \ r = funct. r . 

X 

Cum ergo tarn — 1~ sen ze “ quam y — x sit functio ipsius r, altera 
forma aequabitur functioni alterius, unde statui potest 


X X 

ze ‘‘ = F:(y — x) seu z = e'^F:[y — x), 
quae est solutio ante inventa. 

BXEMPLUM 2 


136. Si posito dz =pdx qdy debeat esse z^ ctpq, relationem inter x, y 
et z investigare. 

Posito p = qr erit z — aqqr et sumto r constante fit = 

bincque M == = aq. Quocirca babebimus 

x = aq-\-f'\r et y = aqr — rf r f\r 
seu ob r = — erit 


X = ag + f : 


z 




0 

aqq 


+ /■: 


0 


12 * 



ponamu.lue r~r:v. Ob ,r-ivF’-.. 

,. Quare cum sit 

seu f-.r~vr-.v^F-.v hmcqoe f.r-ri -r 

f ■ r = z — aq, si ponamus r = -F : 

' f,r-rf.r^-F-.{.-aq) et y - aqJT F-.(?~- aq) 

=■‘ 1 "'’ * = «S 5 F' :(!-««)• 

SOHOLION 

131 Has postomae formula* ita statim ex oonditioBe quaestiouis elid 
possuut. Nam ob p = ^ 


erit 




,dx ■ - 

ag 


+ ^ aqq 


Vgdq 

gdx\ s_ 

\ qq 

"■ a^J ■“ q 


Mncque 

g 

y- 1 - 

uM manifestum est esse ^ fuuctionem quantitatis g 
L = F:(2-|) erit 




£C 

a 


Quare posito 


jS 


y.L^rF■■{^-~) 


Quin etiam indidem alia solutio deduci potest ponendo 

dx = —{dg — ydy), 

quae posito 0 = qv abit in 

dx = -ivdq + qdv — qdy), 

x-aq + Jii{dv — iv). 

Quare ponatur f-f-.(«-y) eritque x~ aq + f-. {v - y)- I™ restituto va- 
lore v = — habebitur 


112] PEOPONITUR EELATIO INTER (~), (g) ET ENICAM VARIABILIUM 


Prima autem solutio ad eliminanda g Bi r est aptissima in 

pr 


Si enim ponatur f'\ ‘i' — o, erit f\r = 2 hyr-\-CT + d; hinc 


0 = aqgr et a? = + ^5 y — agr -{-hYr d. 


lam ob r = fit 
ag_q 


Hinc 


x^ag + lgy^ + c et ^ = + + d 


et multiplicando eliditur g fitque 


ita nt sit 
et proinde 


(ic — c) ( 2 / — d) = (a + = (6 + Yazy, 

I + Ya^ == y(a5 — c}{y — d) 

{x — c)(y--d)~2'bY{^ — d){y — d) + 'b'b 

^ — - y 


quae, si & = c = d = 0 , dat casum simplicissimum 0 


■ £ 1 . 
a 


y, 0 93 


exemplis. 


CAPUT T 


DB RE80LUTI0NE ABQUATIONTJM 
QTJIBUS EBLATIO INTEE QUANTITATES (g), (|) 

BT BINAS TEIDM YARIABIUIUM a:, y, z 
QUAEOUNQUE DATDE 

PROBLBMi 21 

138. 8i posito ds = pdx + qdy debeat esse + 0, functionis 0 in- 

dolem per x et y in genere investigare. 

SOLUTIO 

erit 
y ’ 

^ ^ pxdy fdx dy\ 

d 0 = pdx — - — -■ =px[ =^1 

^ y \x y / 

^ (dx xdy\ ^ X 

dg==py( -) =pyd. — - 

^'^\y yy / y 

Unde patet py esee debere functionem ipsius — , ac, si ponatur py = f: fore 

y y 

s = f-.^' Perpetuo scilicet in designandis functionibus bac lege utemur, ut sit 
d.f:v= dvf'.v sicqne porro d. f:v = dvf" :v et d.f"\v<= dvf " : v etc. 
At f\ Y denotat functionem quamcunque homogeneam ipsarum x et y nullius 
dimensionis, ac si 0 fuerit talis functio quaecunque et differentiando prodeat 
dg ’^pdx qdy, semper exit px qy = 0. 


Cum sit q = — 


seu 
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95 


COBOLLAEIUM 1 

139. Quodsi ergo 0 fuerit functio homogenea nullius dimensionis ipsarum 
aj et 2 /, ob i) = g) et 2 = Q erit 

quam veritatem quidem iam supra elicuimus. 


COBOLLAEIUM 2 


140. Turn vero cum sit 


1 pf CO 1 CO nf CO 

et g= — f:-, 

y y yy y 

erit functio homogenea ipsarum x ei y numeri dimensionum = — 1 , et si 
sit 3' = ^^, ipsa functio 0 reperitur ex integratione ^ =J‘pyd.Y‘ 


SCHOLION 

141. Simili modo solvitur problema, si posito dn = pclx ydy fieri 
debeat mpx + nqy — a. Turn enim ob S' = ~ — erit 




ny 


ny 


seu 


ady fndx mdy\ ady , py^ ^ x”' 

ny ^ n \ X y J ny ^ nx^^^ * 2 /^*’ 


unde solutio praebet 

py^ pf . a 7 , ^ 

et + 

Quin etiam hoc generalius problema resolvi potest, quo esse debet 

pX-\- g[Y = A 


l) Vide Institutionum calculi mtegrdlis vol. I § 481, LmmARDr Buleri Opera omnia, series I, 
vol. 11, p. 301. F. E. 
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existente X functione ipsius cc et T ipsius y. Cum euim inde flat g — y , 
^ My ^ ^ Ady ^(^___ dy\^ 

Statui ergo debet 


PEOBLEMA 22 

142. Si posito ds = pdx q^dy deheat esse aequale functioni datae cui- 
cunque ipsarvm x et y, indolem functionis 0 in genere investigare. 


SOLUTIO 

Sit V ista functio data ipsarum x et ut sit q = pV, et babebitur 
Vdy). Dabitur iam multiplicator M, itidem functio ipsarum a; et 
y, ut M{dx Vdy) fiat integrabile. Ponatur ergo M{dx Vdy) = d 8 ac 
dabitur etiam /S', functio ipsarum x et y. Cum ergo sit d0 = ^^, perspicuum 
est quantitatem ^ aequari debere function! ipsius 8) quare si ponamus 
X^f-S, flet 0 = f:S indeque erit 

p = Mf-.S et q = MVf:8. 

COROLLAEIUM 1 

143. Hoc ergo casu functio quaesita 0 statim invenitur per x et y ex- 
pressa, quoniam 8 per x st y datur. Fieri autem potest, ut 8 prodeat quan- 
titas transcendens , quin etiam ut per metbodos adbuc cognitas multiplicator 
M ne inveniri quidem possit. 


COROLLAEIUM 2 


144. Si V sit functio nullius dimensionis ipsarum x et y, erit M = 
Sen posito x = vy flet F functio ipsius v et 


1 

a + Fj/ ■ 


d8 = M{ydv + vdy-V Vdy). 
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Capiatur M = — ^ eritqiie clS unde repeiitur 

« = f: (Z?/ +/4^)- 

SCHOLION 

145. Ob permutabilitatem ipsarum p et x, item q et y simili mode se- 
quentia problemata resolvi possunt. 

I. Si debeat esse q = xV existente V functione quacunque ipsarum p 
et y, consideretur forma 

s=px-\- J‘{qdy — xdp)=px-{- J‘x(Ydy — dp). 

Quaeratur multiplicator M, ut sit 

M{Vdy — dp) ^ dS] 

erit 8 functio ipsarum p et y atque 

. r xdS 

ex quo colligitur baec solutio 

et 0^pMf:S+f:8. 

II. Si debeat esse y=pV existente F functione quacunque ipsarum x 
et q, consideretur forma 

qy +f(pdx — ydq)^qy -t-fp(dx~ Vdq). 

Quaeratur multiplicator M, ut sit 

M{dx— 7 dq) = d8\ 

erit 8 functio ipsarum x et g' et 

, rpds 

‘-s'J+Jtt- 

Quare fit 

j^=f:8 et 0^qy-t-f:8 

seu oh p = y erit 

y^Mrf':8 et g ^qMVf :8 + f-. 8. 

Leonhardi Eitleri Opei*a omnia Ii3 Institutiones calculi integralis 
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III. Si debeat esse y = ccV existente V functione quacunque ipsarum 
p et q, consideretur haec forma 

8 ==_pa; + qij — J‘{xd'p + ^ 

Quaeratnr multiplicator M, ut fiat 

M{d^ + ydg) = dS] 

erit 8 functio ipsarum p q ei 

CxdS 

8 = px + qy—J~^, 

unde baec solutio nascitur 

■^=^f[8 et 2 qy — f\ 8. 

Omnes M casus hue redeunt, ut quaternarum quantitatum x, q, y 
vel ~ yel vel ^ vel aequetur fmictioni cuicunque binarum reliquarum. 


PEOBLEMA 23 

146. 8i posito ds=pdx-\-qdy requiratur, ut sit q=pV-\-U existente 
tain V quam U functione qiiacunque binarum varidbilium x et y, indolem func- 
tionis 8 in genere investigare. 

SOLUTIO 

Cum ob q=pV U sit 

d8 =p{dx + Vdy) + Udy, 

quaeratur primo multiplicator M foimulam dx Vdy reddens integrabilem 
sitque 

M(dx + Vdy) = d8; 
erunt ilf et S' functiones ipsarum x eb y fletque 
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Cum iam sit 8 functio ipsarum x ei y, inde x per y 8 defiuiri potest, 
quo valore introducto fient U si M functiones ipsarum y et 8. Nunc sumto 
8 constante integretur formula Udy sitque 


ac posito 
fiet 


f Udy = T-^f\8 
dT= miy^ Wd8 

^=W-\-f-.8 et g^T+f:8 


sicque omnia per binas variabiles y Qt 8 exprimentur. 


COROLLAEIUM 1 

147. Datis ergo binarum variabilium a? et y functionibus F et Z7, ut sit 
q=pV-\- U, solutio problematis primo postulat, ut multiplicator M investi- 
getur formulam dx-{-Vdy integrabilem reddens, quo invento babebitur 
functio 8 earundem variabilium x et y, ut sit 

8=-fM{dx+Vdy). 

COROLLAEIUM 2 

148. In hunc finem considerari conveniet aequationem dififerentialem 
dx + Vdy = 0; baec enim si integral! poterit, simul inde colligi potest 
multiplicator M, ut formula M{dx + Ydy) fiat verum dilferentiale cuiusdam 
functionis 8, quae propterea bine invenietur. 

COROLLAEIUM 3 

149. Inventa porro bac functione 8 quantitas x per y ei 8 exprimi 
debet, ita ut x aequetur functioni ipsarum y et 8; quo valore in quantitate 
U substitute quaeratur integrals J" Udy = T spectata 8 ut constante sicque 
obtinebitur T functio ipsarum y et 8. 

COROLLAEIUM 4 

( d jf^\ • 

, unde tandem colli- 

gitur solutio problematis bis duabus formulis contenta 

13 * 
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et s=T-}-f:S-, 

ubi cum S sit functio ipsarum x et y, pro 8 statim reperitur functio ipsarum 
03 et 

COEOLLAEIUM 5 

161. Si U sit functio ipsius y tantum, non opus est ilia expressione ipsius 
X per y et S, sed T=fUdy erit quoque functio ipsius y tantum, hinc 
W== (fD = 0- Hie autem casus manifesto reducitur ad praecedentem [§ 142] 
ponendo 8 loco s—f Tidy. 


EXEMPLUM 1 

152. 8i posito de = pdx q_dy debeat esse 9’ = "^+ I'’ indolem functionis 
8 investigare^ 


Hie ergo est 
unde ob 


Y=~ et 

X 


y 


dx + Vdy ==dx -\- 


xdy 


erit multiplicator M^y et dS=ydx + xdy, Mnc S=xy sicque babebitur 


a:=^ et i7==^- 
y . S 


lam erit 


= et ir=: 

Quare pro solutione buius exempli babebimus 


-r 


'iSS 




sen ob 8=xy erit 
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EXEMPLUM 2 

153. Si posito cl0 =jpdx-^ qdy debeat esse px qy = ny(xx-}-yy), indolem 
functionis z investigare. 

Cum Me sit q — yy)> 

Y=-l et TJ=-^y{xx-\- yy), 

ergo dS= M(dx — ‘^'^, quare capiatur M=~, ut flat dS^^ ~°Yy 
8 = Y' Hinc oritur 

x = 8y et D'=m]/( 1 + ^S) 
ideoque posito 8 constante erit 

T=f my -nyy(l + SS) et = 

ita ut solutio uostrae quaestionis sit 

et ,-»yy{l + SS] + f:S. 

Cum igitur sit 8 — erit 

2^ny{xx + yy)-\-f-^, 

uPi denotat functionem quamcimque nullius dimensionis ipsarum x et i/. 

yy » 


EXEMPLUM 3 


154. 8i posito dg=pdx + qdy debeat esse pxx ctyy = nxy, functionis z 
indolem investigare. 


Cum sit q = - 


-pxx 

yy 


, nx 


erit 


r= 


— XX 


et 


U- 


nx 

' V 


Quare ob d8=^M(dx-'^) capiatur Jf = ~, ut fiat 6^= y 


L = . 

X xy 
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Hinc erit 


ideoque 


y 

X 


- — 8 et a; = 

y 


y 

l — 8y 


Stimto igitur 8 constante habebimus 




ny 


S{l-Sy) 


Gonsequeriter ob fS == — ^ et 1 — 8y == ^- solutio praebet 



—nxy -^ y n. 
x — y X ' 


x~y 

xy 


SCHOLION 

155. Ex solutione bums problematis etiam baec quaestio latius patens 
resolvi potest. Sint P, Q, item V, U functiones quaecunque clatae ipsarum 
a: et y et qnaeri oporteat functionem g, ut sit 

dg = Pdx + Qdy + L[Vdx + Udy), 

seu, quod eodem redit, functio L investigari debet, ut ista formula diiferen- 
tialis integrationem admittat. 

Ad boc praestandum quaeratur primo multiplicator M formulam 
Ydx + Udy integrabilem efficiens ponaturque 

d8^M{Vdx-y Udy), 

unde functio 8 reperietur per x y expressa. Ex ea quaeratur valor ipsius 
X per y Qi 8 expressus, et cum sit 

dg^Pdx-Y Qdy+-I^, 

bic ubique loco x valor ille substituatur; sit autem inde dx = Edy + Fd,8, 
unde etiam E ei F innotescent, eritque 

dg = EPdy + Qdy + FPd8 + • 

Sumatur qnantitas 8 pro , constante sitque 

T=^f{EP-\-Q)dy- 

erit 

g^T-yf‘.8, 



124-125] DATUR RELATIO INTER (^) , ET BINAS VARIABILITJ M rc, y, s J,03 

quod quidem ad soKitionem sufficit. Sed ad L inveniendum differentietur 
haec expressio 

= (EP + Q)dy + ds(^) + dSf': S 

ac necesse est flat 
ideoque 

L==-FMP + M(^^ + Mr:S. 

Ceterum ob permutabilitatem ipsarum p, x et q, y etiam bine sequentia 
problemata resolvi possunt, quae propterea stiictim percurram. 


PEOBLBMA 24 

156. Si posito ds=pdx + qdy requiratur, ut sit q=Vx-\rTJ existente tarn 
V quam TJ functione quacunque data ipsarum p et y, investigare indolem functi- 
onis quaesitae z. 


SOLUTIO 


Utamur formula 

0 =px -\-J‘{qdy — xdp), 
et cum loco q valore substituto sit 

f{qdy — xdp) = fiVxdy — xdp + Udy), 

quam formulam integrabilem reddi oportet, sit ea brevitatis gratia et 
cum sit 

d'^ = x{ydy — dp') -f" Tidy, 


quaeratur primo multiplicator M formulam Vdy — dp integrabilem reddens 


ponaturque 


M{7dy - dp) = dS 


sicque 8 dabitur per y Qi p) unde p eliciatur per y ei S expressum, quo 
valore ibi substituto erit 


OC d S y f-r 7 

d% = + Tidy. 
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Ta.m sumto S constante sumatur integrale J^TIdy — T~\-f'.S eritque 

Solutio igitur per binas variabiles y ot ita se habebit 

ubi nunc quidem S per j9 et i/ datur. 

PROBLEMA 25 

167. 8i posito dg =pidx + qdy requiratur, ut sit p = Vy-{-U existentihus 
V et U fmctionibus datis ipsanm x et q, indolem functionis g investigare. 

SOLUTIO 

Utamur iam forma 

^==qy+f{pdx — ydq) 
ponaturque formula ad integrationem perducenda 

J'[pdx — ydq) — Xj. 

Hinc pro p valorem assumtum substituendo erit 

(^1 = Yydx + TJdx — ydq = yiVdx — d^ + Udx. 

Quaeramus multiplicatorem M, ut fiat 

M{Ydx — dq)==^d8, . 

ac tarn M quam 8 erunt functiones ipsarum x et q, ex quarum posteriori 
valor ipsius q per a: et S' expressus eliciatur in sequenti operatione pro q sub- 
stituendus. Scilicet cum nunc sit 

sumto 8 constante quaeratur T= J‘Udx sitque 

%^T+f-.8, 
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unde colligitur 

^ = Gs) ^ ^ — Qy T f : S , 

ac nunc quidem pro 8 valorem in a? et g' restituere licet. 


PEOBLBMl 26 

158. Si posito dg^pdx-\-qdy requiratur, ut sit y—Vx-\-U existentihis 
V et U functionihus quibuscunque datis ipsarum p et q, indolent functionis z in 
genere investigare, 

SOLUTIO 

Hie utendum est formula 

z==px-{- qy —f{xdp + ydq)-, 

statuatur J‘(xdp ydq) eritque pro y valorem praescriptum substituendo 

d% = xdp + Vxdq + TJdq. 

Quaeratur iam multiplicator M' formulam dp + Vdq integrabilem reddens 
sitque 

M(dp+rdq)==dS, 

ubi M ei 8 per p et q dabuntur, et ex posteriori eliciatur valor ipsius p 
per q et 8 expressus, quo deinceps uti oportet. Scilicet cum sit 

= TJdq, 

sumto 8 constante integretur formula TJdq sitque TT—J' TJdq] erit '^ = T-\-f-8 
bineque 

Omnia ergo per p et q, unde 3£, 8 et T cum dantur, ita determinabuntur, 
ut sit 

x = m(^'J-\- Mf' 8, y=Vx+TJ et g = px ay — T — f- 

Leonhabdi Euleri Opera omnia I13 Institutiones calculi integralis 
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EXEMPLUM 

169. Si posito d 0 =pdx-\-qdy deieat esse px-{-qy-=apq, indolem functionis 0 
investigare. 

Gum ergo sit y = j 

7 =:^ et U^ap. 

Quia nunc esse debet M {dp — = dS, capiatur M = ~ fitque 

p = Sq. Hinc U = aSq et sumto 8 constante 


T^fUdq^^-aSqq 


ideoque (^§)=y® 2 ' 9 '- Quocirca pro solutione babebimus 


^aq + —f'.--, 

2 ^ q q’ 


y = jap 


JLf . i, 
U ' i 


et 

I 1 J' P 'i- n P 

0=px-\-qy~japq~-f\^ = japq — f:^- 
Per reductionem autem supra [§ 116] traditam babebimus 

y--={aq — x)F':(qx— jaqq^ et 0 = qy Jf- F : (^qx — j 



SOHOLION 

160. Quatuor problemata baec coniunctim considerata admodum late 
patent atque pro formula d0=-=pdx-{-qciy omnes relationes inter p, q, x et y 
complectuntur, in quibus vel x et tj, vel p et y, vel x et q, vel p et q nus- 
quam unam dimensionem superant. Ex quo saepe fieri potest, ut eadem 
quaestio per duo pluraye horum quatuor problematum resolvi possit, veluti 
evenit in exemplo boc postremo; in quo cum non solum a; et y, sed etiam 
X et q, itemque p et y nusquam plus una dimensione occupent, id ad tria 
praecedentia problemata [§ 156 — 158] referri queat baecque conditio primo 
tantum problemati [§ 146] adversatur. Quodsi autem inter p, q, x, y baec 
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relatio praescribatur, ut esse debeat 

apx + ^qy ap -{-hq mx ny c = 0 , 

resolutio per oninia quatuor problemata aeque institui potest. Verum etiam 
resolutiones inde ortae, etiamsi forma discrepent, tamen per rednctionem ante 
expositam ad consensiim revocari possunt. 

At sequens casus latissime patens resolntionem quoque admittit, quern 
propterea evolvi conveniet. 


PKOBLEMA 27 

161. Si posito dg=pdx-\-qdy inter p, q et x, y eiusmodi relatio detur, ut 
functio quaedam ipsarum p et x aequetur functioni cuipiam ipsarum q et y, func- 
tionis 0 indolem in genere investigare. 

SOLUTIO 

Sit P functio ilia ipsarum et a; et ^ functio ilia ipsarum q et y, 
quae inter se aequales esse debent. Cum igitur sit P= Q, ponatur utraque 
= V, ut sit P = ■« et <3 = ■y. Ex priori ergo p deflnire licebit per x et v, 
ex posteriori vero q per y et v, quo facto in formula d 0 =pdx qdy cum 
p sit functio ipsarum x et v, integretur pars pdx sumto v constante sitque 
I ’ pdx = P; simili modo cum q sit functio ipsarum y et v, integretur quoque 
altera pars qdy sumto v constante sitque j'qdy = S\ erit ergo P= functioni 
ipsarum a: et et functioni ipsarum y et v. At sumto etiam v varia- 
bili sit 

dB =pdx-\~Ydv et dS ^ qdy Udv, 

unde colligitur 

ds = dB -j-dS— dv(V+ U); 

quae forma quia integrabilis esse debet, oportet sit f' • 

solutio problematis his duabus aequationibus continebitur 

et 0 =^B-\- S — f\v. 

Scilicet cum P et P dentur per x et v atque q, 8 et U per y et v, per 
aequationem priorem definitur ex a? et y, qui valor in altera substitutus deter- 
minabit functionem quaesitam 0 per x et y. 
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OOEOLLAEIUM 1 

162. Quoties ergo q eiusinodi fanctioni ipsarnm p, x, y aequari debet, 
ut inde aequatio formari possit, ex cuius altera parte tantum binae litterae 
X et p, ex altera tantum binae reliquae y et q reperiantur, problema resolvi 
poterit. 


OOEOLLAEIUM 2 

163. Si functio ilia binarum litterarum p et x, quam posui P, ita sit 
comparata, ut posita ea = v inde facilius x per p et v definiri possit, turn 
uti conveniet formula 

0=^px (qdy — xdp) 
et evolutio perinde se habebit atque ante. 

OOEOLLAEIUM 3 

164. Simili modo si ex functione altera Q==v quantitas y facilius per 
q et V deflniatur, resolutio ex forma 

^ = iy -\-J’{pdx — ydq) 

erit petenda. Sin autem utrumque eveniat, ut tarn x per p et v quam y 
per q et V definiatur, utendum erit formula 

z=px-\-qy--f{xdp-\-ydq). 


SOHOLION 

165. Problema hoc innumerabiles complectitur casus in praecedentibus 
non comprehensos atque etiam eius solutio diverso nititur fundamento. In- 
terim tamen longissime adhuc distamus a solutione problematis generalis, cui 
hoc caput est destinatum et quo in genere solutio desideratur, si inter qua- 
ternas quantitates p, q, x, y aequatio quaecunque proponatur, quae autem ob 
defectum Analyseos ne sperari quidem posse videtur. Oontentos ergo nos esse 
oportet, si quam plurimos casus resolvere docuerimus. Quo autem vis huius 
problematis magis perspiciatur, aliquot exempla adiungamus. 
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EXBMPLTJM 1 

166. Si posito = pdx qdy esse deheat = indohni functionis z 
investigare. 

• QeCi Q (CCC I 

Quia Me p, X et q, y separate licet, cum sit pouatur 

= v = ^ , unde p per x Qt v q per y Qi v ita definitur, ut sit 


ideoque 


Hinc colligimus 


= et 2 = ^^ 
aav aa 


d0 = 


xxdx 

aav 


+ 


'^yyciy 

aa 


x^ vy^ 1 r/x^dv 
~3aav ' 3aa”^ 3aaJ \ vv 



sicque 


debet esse fanctio ipsiiis v. Ac posito 


x^* 

vv 


— y^ = f':v seu = ^- — f':v 


erit 




COEOLLAEIUM 


167. Hinc facillime v eliminatur, si ponatur f':v-=^ — c^ Mucque 


f:v — 
et ob 

erit 


— c^v. lam prior aequatio dat y^ — c 


* „ aj® — T 

,3 ^3 unde vv = > 


Saul - f+ocf-V-A’ l _ 2 H!/*- C) 




EXEMPLUM 2 

168. Si posito dz=pdx-\- qdy deheat esse q = ^']/{xx-{-yy — aapp\investi- 
gare indolem functionis z. 
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Conditio praescripta redit ad 

— yy = XX — aajpp = v, 


unde elicimus 


et p^~y{(cx~v). 


dx 


Nunc vei’o est 

I pdx = ~ fdxy(xx — v)=~xy{xx — v)—~ f- 
^ 2at/ Y(xx — v) 

= -^y{xx — v)—-^l(x-\-y(xx~v))=-Ii; 


simili modo est 


J — -^Vivy + '^) + ^ Ky -yViyy + v)) = s 


Quare cum sit 


F= 


\dv) 


iay(^xx — v) 2 a 
quae reducitur ad 


^~i{x+y(xx-v))-[- 


4:a(^x -\-y{xx — v))y(^xx~v)’ 


similique modo 




17 = 


© ^ + ii + 4 + '^(yy+^'))> 

uM cum r-\-U=f':v, erit 


^ I y(y+y(yy+v)y^ ,, 

4a& T = f-^, 


{x-\-y{xx—'o)y^ 

unde valor ipsius v per x ei y determinatur. Ex quo tandem colligitur 


sen 


(a: + ]/('ca; — 

8 - ^ /(la, - «) + X l/fej + ») - + vr-.v-f:v. 
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SCHOLION 


169. Haec solutio a formulis logaritlimicis liberari potest hoc modo. 
Ponatur 

ut sit 


^2cs6 


( 2 /+ /( 2 / 2 / + «))“ 


(x+ y(xx—v))'‘’ 

unde V datur per t. Turn vero sit v = tF':t et ob dvf":v = ^ 
J' vdvf" w = vf :v — f:v = J' = F\t 


sicque erit 


ubi est 


^ -^) + fiVivy + 


v = tF'-:t et f‘^^ = 


21 )' 4£i6 

{y + Viyy+v)y 


{x -{-y {xx — vjf 


unde t Qt V per a; et y definiri potest. Hinc statim patet, si capiatur F'\t = 0, 
fore V = 0, F:t = 0 et ^ = f| + || bincque P = -f- et 2 = |^ > < 11^0 pacto uti- 
que conditioni praescriptae satisfit. 

Ceterum baec ratio quantitates logaritbmicas elidendi maxime est notatu 
digna et in aliis casibus usum amplissimum habere potest. 


EXEMPLUM 3 


170. Si jposito dz^pdx-^qdy debeat esse = Af'q", indolem functionis 
z imestigare. 


Statuatur ergo 


et hinc deducitur 


a;™ _ ^ ^ 

p f’' 


m 



posito A = a\ Unde habebimus 
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m -I- f.L 

, wx , li>v Ccc ■“ dv 


m + ni 


n + v 

V nyU 


et 

Quo circa erit 

« = 1 J 

{m + /x) v’' (n + v)a'{m + (i) {n + v) 


(in + ii)v'’ TO + jx 


radv = - r-^s- f y ' 

J " ^ in + v)a (n-\-v)aJ 


n+ V ^ j , 

('M-f v')a ^ fm + /xV«4-v)at/ \ x)’ / 


m H- ,/i 


ita ut, si statuamus 


futurum sit 


m + /t « + P 

(m + /i)?)’'+^ (w + v)a 


f.-v, 


= 


i» + /t n + r 

fto; I vy 


(w^ + ii) (n + v) a 
Pro casn simplicissimo ponamus f:v^0 et f:v = 0 eritqne 

W + ft \ 

^ (m + ft 

turn vero 

1 / ffl"h /t ^^-_r 

u’^Vm + ft (w-t-vja^ 

seu 


-]- /u,vf:v. 


in 4- t 
/ii -hr 


mH~ /t 


0 ■■ 




(w + 






PEOBLEMA 28 

171. iSi jposito ds = pdsc -\- gdy inter p, q et x, y eiusmodi detur relatio, 
ut p et q aequentur functionihus quibusdam ipsarum x, y et novae variabilis v, 
explorare casus, quibus indol&m functionis g investigare licet, 

SOLUTIO 

Cum sit- p functio ipsarum x, y et v, spectatis «/ et v ut constantibus 
quaeratur integrale J^pdx^F sitque sumtis omnibus variabilibus 

dP =pdx Bdy Mdv, 
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unde, si pro jpdx valor snbstituatur, erit 


dg = dF-\-(q — Ii)dy — Mdv. 

Quodsi iam eveniat, ut g — E sit tantuna functio ipsarum y ei v exclusa x, 
sumta V constante quaeratur — E)dy = T sitque deinceps 

dT= (q — E)dy -\- Vdv. 

Hinc valor ipsius [q — E)dy ibi snbstitutus dabit 

ds = dF-\-dT—{M+V)dv) 

quae forma quia integrabilis esse debet, statuatur Jf + V=f:v eritque 

^ = T—f\v. 

Ex operationibus antem susceptis dantur P, E, M per x, y et v, at P et P 
per 2/ et v tantum; ac resolutio succedit, si modo in forma q — E non amplius 
X continetnr. 

Pari ratione solutio succedet, si M tantum per y et v detur; turn enim 
ex y constante quaeratur Mdv = L sitque dL — Mdv -\- Ndy, erit 

d0 = dP + (q — E + N)dy — dL 

ponique conveniet q — E-\- N^f':y, ut flat 

2 = P— L-\-f:y. 

Simili modo ab altera parte f qdy calculum incipere et prosequi licet. 

Introducendo antem functionem ipsarum x, y et v indeflnitam K nego- 
tium generalius conflci poterit. Sit enim 

dK= Fdx + Gdy + Edv 


ac consideretur baec forma 

d2 + dK= {p + F)dx + (2 + G)dy + 3 dv. 

Nunc sumtis y et v constantibus quaeratur 

f(p + F)dx = P 

sitque 

dP = (p F)dx-\- Edy Mdv, 

Leokhabdi Eulbri Opera OBiuia Ii3 Institutiones calculi iutegralis 


15 
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unde habetur 

d 8 -\-dK^dP+{q+ &~E)dy^{H—M)dv. 

Quodsi iam eveniat, ut vel G — B yq\ H— M tantum binas variabiles 
1/ et V exclusa x contineat, resolutio, ut ante est ostensum, absolvi poterit. 


PEOBLEMA 29 

172. Si posito dg=pdx -\- qdy relatio detur inter Unas formulas differen- 
tiales p, q et Unas variaUles x et 0 vel y et 0, solutionem prdblematis, quatenus 
fieri potest, perficere. 


SOLUTIO 

Ponamus relationem dari inter p, q et x, s atque bunc casum facile ad 
praecedentem revocare licet. Consideretur eniiu baec formula 


dy = 


dg-~pdx 

a 


ex principal! deriyata voceturque 


ut babeatur 


— — m et — ■ 
2 2 


n, 


dy = mdg -j- ndx, 


et oh q et j? relatio proposita versabitur inter quaternas quanti- 

tates m, n, 0 et X ideoque quaestio omnino similis est earum, quas antea 
ractavimus, boc tantum discrimine, quod bic quantitas y definiatur, cum 
. an e esset 4! investigata. Quoniam autem ista determinatio per aequationes 
a so yi ui, peiinde est, utrum tandem inde 0 an y elicere velimus. Quodsi" 
ergo bac reductione facta quaestio in casus ante pertractatos incidat, metbo- 
dis quoque expositis resolyi poterit. 


EXEMPLUM 


Si posito dg ^^ 'pdx-h qdy deieat 

investigare. 


esse qx 0 — aap, indolem fimctionis 0 
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Goasideretur formula dy = — — lam quia ^ 


(I a a ’ 


at est 

ergo 

Ponatur ergo 
erit 


II 

x^dx 

aa 

et 

2/ = 

fij- 


x^dx 

XX0 


r xxdz 

« 

J aa 

2aa 


f 2aa ’ 

y 

=X- 


XX ^ 

2aa/ 

\ XX0 

' 2aa 


1+ 

XX 

2aa 

=r 



2/ = - 

-XX0 

2aa 

+/ 



ex qua aequatione utique 3 per a: et j/ definitur. 

Si pro casu simpUciori sumamus f :3 = 1 ag, erit 

2aa{y- i). 


y — h = (o 


xco\ 

2aa, 


0 et z = 


et sumtis a = 0 et & = 0 pro casu simplicissimo erit ^ 

+ 4:aai/ 1 

P ^3 

ergo 


2 aaa--xx^ 

— ^aay 


et 2 = 


XX 


It 

a 


X 


, xs 
et — = 
aa X 


22 / 


il5 


erit 


• Hinc autem fit 


CAPUT n 


DB RBSOLDTIONB ABQUATIONUM QUIBUS RELATIO 
mTEE BINAS E0RMULA8 DIPEBEENTIALES ( 1 ^), (^) 
ET OMNBS TEES VARIABILE8 y, z" 
QDAEODNQDB DATUE 

PEOBLBMA 30 

174. & jMsifo de ~pdx + idy debeal esse nz —px + qy, indolem fmmtionis 
^ m genere mvestigare. 

SOLUTIO 

Ope relationis datae elidatur vel p vel scilicet cum sit 
erit y y ’ 

y y ’ 

quae aequatio in hanc formam transfundatur 

dz-’‘J^^p(ax-.‘^)^py,.l. 

ut prius membrum intograbile reddatur, mulHplicetur aequatio per 

~ funct. ^ seu particulariter per ^ eritque 
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Quo facto evidens est poni debeve = f : ~ , ut flat 


0 n, X 

y 


seu 




X 

y 


Unde patet fore s functionem flomogeneam ipsarum x y dimensionum 
numero existente = n. 

Si in genere aequatio multiplicetur per — funct. erit partis prions 

z y 

integrate pro parte autem altera si ponatur -y funct. ^ , erit 

y" ' y 

atque ut ante aequabitur functioni cuicunque ipsius — • 


COROLLAEIUM 1 

175. Cum z aequetur functioni bomogeneae n dimensionum ipsarum x et 
y, erunt ^ et g functiones n — 1 dimensionum. Scilicet cum sit z = y"f:j, 
erit 

p = y”-r-f et a^ny”-^f-.f-xf-r-y 
unde fit manifesto nz=px-\-uy- 


COEOLLARIUM 2 

176. Si p et q fuerint functiones n — 1 dimensionum ipsarum x et y ac 
formula pdx qdy sit integrabilis seu @ = turn integrate certo erit 

, quae proprietas nonnunquam insignem usum babere potest. 

SOHOLION 

177. Fundamentum buius solutionis in boc consistit, quod aequatio inte- 
granda in duas partes resolvatur, quarum utraque ope certi multiplicatoris 
integrabilis reddi queat, unde deinceps una quantitas yariabilis, cuius differen- 
tiate in aequatione non occurrit, determinetur. Hinc aequatio nostra 
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etiam ita repraesentari potest 


dx 

xdy 1 1 


_if-^ (dz 

n 0 d]i\ 

~y 

yy ~ pr 

\ y J 

p V 2 /’* 

yn ) 


seu 


y p 2/" 


.n-1 


X 


Sit ergo = eritque ac vicissim 

Possumus etiam statim s ex calcnlo elidere; cum enim sit n& 
erit 

'iidz =pdx -f qdy -j- xdp ydq. 

At est 

nd^ — n2)dx + nqdy 

per liypothesin ideoque 

(w — l)pdx — xdp -f- (w — 'i-)(2dy — ydq == 0 


seu 


~ J?i) + r ^ 0, ' 




a;” 


yn 


quae reducitur ad hauc formam 

Statuatur 


r<*. I.-O seu d-t. 

y y y" x’‘~^ 


erit 


a;" 

y’‘ 


f.P. 


_ f. P 

yn-l ' • gfX-1' 


Yel posito — ==i; si ob if ~ f 

^ «i 00 •!; f reciproce ponatur 

ut sit f'\u = — reperietur 

fduf'iu^f:u^nF;v~vF':v. 


[144 — 146 


lit ante. 

px + qy, 
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Hinc 

et 

ideoque 
ut ante. 


/yiTl ’—1 /yi 

j- ^n-l i) y 


g = u = ny^-^F\ - - xy^-^F ' : - 


CO CO 

m=px F = 3611 '2! = 2/”JP: — 

U J 


PEOBLEMA 31 


178. Si posito dz^pdxF ydy deleat esse apx~\- ^qy =m, indolem func- 
tionis ^ investigare. 

SOLPTIO 

Ex conditione praescripta eliciatur nt ante = — ^ eritque 


Py 


upxdy 


n 

qnae aequatio per divisa dat 


d. 


yn-.fi yn 


P (gr — —^-^)—^d — • 


Quodsi ergo ponamus 
habebinans solutionem 






At functio ipsins reducitur ad functionem ipsius unde ^ etiam ita 

per a; et ?/ deternainatur; ut sit 


vel etiam 


X\a 


Quodsi ergo quantitates et y^-<^ unam dimensionem constituere censeantur, 
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aequabitiir earundem functioni imius dimensionis, ipsa autem quantitas 
e earundem functioni n dimensionum. Vel sumta pro z functione quaounque 
homogenea n dimensionum binarum variabiliuin t et u scribatur deinde 
t = et u = y'-'^ ac prodibit functio conveniens pro 8. 


PEOBLBMA 32 

179. Si posito de =pdx + qdy deheat esse Z = pX-\-qY demtante Z func- 
tionem ipsius 0 , X ipsius x et Y ipsius y, indolom functionis 0 in genere in- 
vestigare. 


SOLUTIO 


Ex conditione praescripta elicitur qui valor substitutus 

praebet 


hincque 


d0-^p.^p(dx-^y) 

^dy\ pX/dx dy 

^ r ;== ^ “r 


ubi iam resolutio est manifesta. Statuatnr scilicet 


eritque 




dy 


unde valor ipsius .s per x et y definitur. 


COEOLLIRIUM 1 


180, Hic ergo ita per .i) et y definiri debet, ut, 
sint functiones singillatim ipsarum x, y et 0 , fiat 


si X, Y et Z datae 
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cuius ergo aequationis resolutionem hie inveniinus hac aequatioue finita con- 
teutam 




dx 

Y 


-m 


COEOLLARIUM 2 

181. Quemadmodum autem Me valor conditioni problematis satisfaciat, 
ex eius differentiatioue statim patet, Cum enim sit 

ds dy dx dy'\ r, . f Cdx C dy\ 

\Y “ ~T) ' '\Jy ~J T7 ’ 

erit 

unde fit 

SCHOLION 

182. Solutio ergo eodem modo, ut fecimus, sine introductione novarum 
litterarum p et q absolv^ potest retinendo earum loco valores differentiales 

et (-|^) ; facilius autem singulae litterae scribuntur calculusque fit brevier. 
Ceterum ex hoc problematum genere, ubi omnes tres variabiles x, y et 
0 praeter binos valores differentiales p et g" in determinationem ingrediuntur, 
paucissima resolvere licet; ac praeter hoc, quod tractavimus, vix unum aut 
alterum insuper adiungere poterimus. Unde hie insignia adhuc calculi incre- 
menta desiderantur. Quo autem huius problematis vis penitius inspiciatur, 
nonnulla exempla subiungamus. 


EXEMPLUM 1 

183. /S'i posito dz=pdx + qdy debeat esse 0 s=pxx-{- qyy, indolent func- 
tionis 0 in genere investigare. 

Hie ergo est Z— 00 , X = xx et Y=yy, unde habemus 
fdx 1 fdy 1_ , 

J'T- -y J Z 


Leonhardi Etileri Opera onmia Ii8 lofititutiones calculi integralis 


16 
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quibus valoribus substitutis pro soliitione adipiscimur 



Sumatur ergo fuBctio quaecunque quantitatis ■— — quae si pona- 

tur V, erit 

1-Vy 


Yeluti si ponamus F= — — — , erit — = — — — + — == YizijOfL 

y X ’ z y y ' X xy 

Mncque 

^ <^1 „ 

ny — (n — i) x ’ 

unde fit 


sicque 



nyy 

{ny — {n — l)a:)® 


et 


!Z = 


dii\ — (« — l)a;a; 

dj/ / (wy — In — i) xy 


pxoR + qyy = 


xxyy 

(ny — ln—l)xy 


8^. 


BXEMPLUM 2 

184. Si posito d8=pdx-\-qdy deleat esse y— f + indolem funetionis 
8 investigare. 

Cum Me sit r=i et Z^j, erit 

(‘dx 1 Cdy 1 , Tde 1 

unde solutio ita erit comparata 

f'{^^ — yy) sive. gs = nyy-\-f>{csx — yy)-, 

non enim est necesse functionem per 2n multiplicari, cum ea omnes opera- 
tiones iam per se involvat. 

Si pro bac functione sumatur a (® a: — yy'^, habebitur solutio particularis 
88 = axx-y{n~a)yy et s = y{axx Y {n — a)yy) 
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hincque 





ax 

y(axx+[n—a)yy) 



{n-a)y 

yiaxx+in—^ayyy) 


seu 


i ==: -^ et 
X ^ y ^ 


ideoque 


X ^ y 0 


123 


PEOBLBMA 32 M^) 

185. Si posito dz =pdx qdy debeat esse q=-=pT-\- V existente T func- 
tions quacunque ipsarum x et y ac V functions ipsarum y et z, investigare in- 
dolem functionis ». 

SOLUTIO 

Substituto loco q valore praescripto buic aequationi inducatur forma 

dz — Ydy ^ p(dx + Tdy). 

Cum iam 7 tantum binas variabiles a/ et ^ involvat, dabitur multiplicator Jf 
prius membrum dz — Vdy integrabile reddens; ponatur ergo 

■ M(dz-Vdy) = dS. 

Simili modo quia T tantum x et y- contiuetj dabitur multiplicator L mem- 
brum quoque posterius dx -\- Tdy integrabile efficiens; sit igitur 

L{dx Tdy) = dM, 

ita ut nunc sint B Qi S functiones cognitae, ilia ipsarum x et y, baec yero 
ipsarum y et z. Hinc nostra aequatio induet banc formam 

d8 pdB jn pMdB 

— ==£-= — seu db = — f — , 

ML A 


l) la editione prinoipe false numerus 32 iteratur. 



X24 LIBKI POSTEMORIS pars PRIMA SEOTIO FRIMA § 186—190 [162—154 

cuius integrabilitas necessario postulat, ut sit functio ipsius 12. Pona- 
mus ergo 

R 

L ' 


eritque 




qua aequatione relatio intei' s q\) cc, y definitur. 


COEOLLARIUM 1 

186. In hoc problemate praecedens tanquam casus particularis conti- 

netur; cum enim ibi esset Z = pX-\- qY, erit g' — — . -.p idooque huius 

1C, z 

problematis applicatione facta fit _Z = y eb i = y • 

COKOLLAEIUM 2 

187. Quanquam autem hoc problema infinite latius patet quam praece- 
dens, arctissimis tamen adhuc limitibus continetur neque eius ope vel hunc 
casum simplicissimum 0 =py qx resolvere licet. 


SCHOLION 

188. Omnino est haec forma 0=^py-\rqx digna notatu, quod nulla 
ratione hactenus cognita resolvi posse videtur. Sive enim inde eliciatur 
q = , unde fit 

sive simili modo p, nulla via ad solutionem, patet; cuius difficultabis causa in 
hoc manifesto est posita, quod formula d 0 — nullo multiplicatore inte- 

grabilis reddi potest seu quod haec aequatio d 0 ~ =, 0 plane est impossi- 

biUs, cum a; perinde sit variabilis atque y et Supra scilicet [§ 6] iam 
notavi non omnes aequationes differentiales inter ternas variabiles esse possi- 
biles simulque characterem possibilitatis exhibui, qui pro tali forma 


d 0 Pdx -j- Qdy == 0 
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htic reducitur, ut sit 



Nostro iam casu est P = 0 et ^ = nude He character dat 0-=^; quod 
cum sit falsum, etiam aequatio ilia ds — ^ = 0 est impossibilis, quod qui- 
dem per se est manifestum. 

Verum tamen pro hoc casu g=py-{-qx solutio particularis est ohvia, 
scilicet g = n(x y), unde fit p = q = n. Deinceps autem [§ 195] methodum 
dabimus ex huiusmodi solutione particulari generalem erueudi. 

EXEMPLUM 1 

189. 8i jposito dg =pdx qdy debeat esse py qx = -^, indolem fimctio- 
nis g investigare. 

Cum hinc sit 2 = — ^ ^ 

X y 

unde fit 

d8 = M{dg — ^-^ et dB = L (dx — . 

Sumatur ergo lf = 4, ut fiat 8=^, et L===2x, ut flat B = xx — yy. Quo- 
y j 

circa hanc adipiscimur solutionem 

— = f:(xx — yy) seu g = y^f-.{xx —yy). 

yn 

EXEMPLUM 2 

190. 8i posito dg =pdx^ qdy debeat esse pxx qyy = nyg, defimre tn- 
dolem functionis g. 

Cum ergo sit g = — ^ -1- -y , erit 

. T=— et 7=’-^ 

yy y 
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sicque hie casus in nostro prohlemate continetiir. Unde colligi oportet 

dE = L{dx-~^) et dS mids 

\ yy J \ y J 


Quare sumto i = -^ fit JR = -- = - - - - et suinto M = \ fit 5 = i. 

XX y X xy 2 / 2 /” 

ideoque solutio prodit ista 


A = /■. ^~y 

y” ' ooy 


et 




x—y 

xy 


PROBLEMl 33 

191. Si posito dg=pdx-}-qdy deheat esse p = qT-\- V existente T fme- 
tione ipsarum x et y, at. V funcMone ipsarum x et s, indolem functionis z 
investigare. 

SOLUTIO 

Simili mode ut ante si loco p valor praescriptus substituatur, ob- 
tinebitur 

dz — Vdx = q(dy -|- Tdx) . 

lam ob indolem fuiictionnm V et sequentes integrationes instituere licebit 
M{dz—rdx)==dS et N(dy + Tdx) = dli, 


unde fit 


sen dS^^dE. 


Atque bine facillime colligitur baec solutio 


Mg 


■ f \ E et S <= fi E. 


PROBLEMA 34 

192. Si posito dz=^pdx-^qdy deheat esse z^Mp+Kq existentihus M et 
N fmehomhus quihusvis hinarum .variaUUum x et .y, ex qmdam solutione parti- 
culaii, quam constat esse z= V, indolem functionis z in genere determinare. 
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SOLTJTIO 


Valor iste particularis V, qui est functio ipsarum x et y, dififerentietur 
sitque 

d V= Pdx + Qdy, 


qui valor quia loco z substitutus satisfacit, ubi fit _p = P et Q, erit per 
bypothesin 

r=^MP + NQ. 

lam generatim ponatur g — Yf\T sitque 

dT= Pdx + Sdy 

et nunc quaeri oportet banc functionem T. Ex differentiatione autem eruimus 
p = (^^ = Pf-.T+VPf-.T et y = [^)=^Qf-.T+V8r:T. 

Quare cum sit g <= + Nq = Yf\T, erit 

Yf: T=={MP+NQ)f\T-Y Y{MPYNS)f\T 
qIj MP -Y nq bypotbesin babebitur MP NS=0, bine 

dT=-P(dx-^). 

lam nosse non oportet P, sed sufficit considerari formulam Ndx — Mdy, 
quae ope multiplicatoris cuiusdam integrabibs reddi potest. Solutio ergo fa- 
cillime buc redit, ut ex conditione praescripta g = Mp + Nq formetur 
aequatio realis 

dT^P{Ndx — Mdy); 

invento enim multiplicatore icloneo P per integrationem reperitur quantitas 
T, qua inventa erit g=Yf'.T. 


ALITEE 

Facilius valor generalis boc modo invenitur. Ob valorem ipsius ^ co. 
gnitum Y statuatur g=Yv sitque dv = fdx -Y j 

,^ = P«; + Fr et g=^v+Fs 

^^Mp + Nq = (MP-YNQ)vY-n^r + Ns)^Yv. 


ideoque 
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At est V==MI> + NQ, ergo 


unde fit 


Jlf^» + JVs = 0 seu 

N 


ay\ r 


dv == r (dx - _ 

\ A y JV 

Statuatur ergo idoneum multiplicatorem investigaiido 

M(Ndx ~ Mdij) == dT; 

erit dv — d T, ex quo colligitur 

et v=^fiT, 

ita ut in genere sit ut ante 0 = Vv. 


COROLLARIUM 1 

_ 193. Proposita ergo conditione a ^ Mp + N,j ut sit ih-pdx + gi« 

^MiX r ‘"Tf” mdx--Md,j)-iT, unde tam’ 
mdkph ator B quam mde mtegralo T repevitar; haecquo operatio non pen- 
det a valore particulari cognito V. ^ Jr- 


COROLLARIUM 2 

cularite ^ TOdoounque iimotaorit aolutio parti- 

scripta ait ““ 

EXEMPLUM 1 

Jn hie sit M=y et N=x, habebiinus hanc aequationem 

B{xdx~ydy)^dT 
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Mncque 

ergo solutio generalis erit 


T=f: {xx — yij); 
e=^{x-\-y)f\{xx — yy). 


EXEMPLUM 2 


196. Si posito d 0 =pdx-\-ydy debeat esse ^=p{x + y) + q{y—a>), ex valors 
particulari g=y{xx + yy) generalem invenire. 

Ob M=x-\-y et N=y — x formula Ndx — Mdy deducit ad banc 
aequationem 

B,[ydx — xdx — xdy — ydy) = dT. 


Sumatur E = ut sit 


erit 


ydx—xdy xdx-\-ydij ^ 

xx-\-yy xx-\-yy ’ 
T = Ang. tang. — — ^l{aix yy) 

y ^ 


Atque ex valore boc dupliciter transcendente erit 

^ = y(xx-{- yy)f‘.T 

simulque patet nullum alium dari valorem particularem, qui sit algebraicus, 
praeter datum s ^y{ci)x + yy). 

EXEMPLUM 3 

197, Si posito ds ^pdx + qdy debeat esse g =p(ax + ^y) + q{yoo + Sy), 
ex invento valore particulari s^V indolem functionis g in genere defimre. 

Hie est M==>ax + I3y Qt N^yx + dy, unde deducimur ad banc aequa- 
B{(yx-{- dj /) dx — (ax ^y)dy) = d I, 
ubi ob formam homogeneam debet esse 

1 

■yxx + (S — a)xy- ^yy’ 

Lkonhabdi Bulem Opera omnia I is Institutiones calculi integralis 1'^ 
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ut sit 

7 T = ^ 

^ yxx-\-(iS — a)xy — ^yy ’ 

ad quod integrale inveniendum ponatur y = ux ac pro dibit 


dT^ 


dx (cc + p u)dti 

X y 4" — /3 mm 


Sit 


!■ 


{cc + pu)du 


y — a)u — ^liu 


III; 


erit T=lx — lU, et cum functio ipsius T sit etiam functio ipsius erit 
in genere it = Vf:^- Patet autem, cum U sit functio ipsius = fore JJ 
functionem liomogeneam nullius dimensionis ipsarum x ei y ideoque |.- 
functionem unius dimensionis. 

SOI-IOLION 

198. Hoc ergo exemplo difflcultas restat, quomodo solutio particularis 
z=Y obtineri queat; nisi enim una saltern huiusmodi solutio particularis 
constet, solutio generalis ne absolvi quidem potest. Pro hoc autem casu 
solutionem particularem sequenti modo elicere licet; qui cum aliquid singu- 
lare habeat, nullum est dubium, quin eius ope hoc calculi genus hand parum 
adiumenti sit consecuturum. 


PEOBLEMA 35 


199. Si posito ds=pdx-\-qdy debeat esse 0 —p(ax (3y) dy), 
valorem particularem investigare, qui loco s substitutus huic conditioni satis facial. 


SOLUTIO \ 

. Hegotium hoc succedet, si pro eiusmodi valorem quaeramus, qui sit 
functio nullius dimensionis ipsarum x et t/, seu posito y — ux, qui sit functio 
ipsius u tantum. Ponamus ergo s = f\u = f'. eritque at ob 

du = — — " — ent 

X XX 
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hinc 


P 




udz 


et 9' = “r:w 


dz 


xdxi, ^ X ^ xdu 

Quibus valoribus pro i> et g substitutis conditio praescripta praebet 

^ = x{a + (3u)p + x{y + dit)q = + + + 


unde fit 

Ponanius 


dz 

0 


dii 


a)u^puu 

J du 


= ir. 


y + (d — «)« — /?«« 

ut fiat z=Y, eritque V valor particularis pro z satisfaciens. 


COEOLLAEIUM 1 

200. Invento lioc valore V praecedentis exempli ope solutio generalis 
facile invenitur. Brit scilicet z—Vf:^ existente 

dU {a + ^u)du 

U y -\-{S — «)u — §uu’ 

unde patet quantitatem Z7 ex ipso valore particular! V inveniri posse. 


201. Brit enim 


COEOLLAEIUM 2 


ideoque 


sive 


Line 


lu -lV(y + (S-a)u-l3m)+ f^_^ ^ 4 )“" 

llJ== — iy(y-Y(S — a)u — ^uu) + j(a-l-S)lV 

JJ ' ^ 

■)/(y + (# — - a)M — j3mm) 

X y{yxx-\-{S — ci>xy — ^yy') 

10~~ ‘ 


17 * 
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OOEOLLARIUM 3 

202. Quocirca invento valore particulari ^=V, ut sit 

dV 'du 

Y + — a)u — p 

existente u = erit valor generaliter satisfaciens 

-H <^2/) — 2/(«« + ^2/) 

" ' I ' ' ' ' / ■ ■JT'a + l 


COEOLLARIUM 4 

203. Hinc colligitur alius valor particularis, qui semper est algebraicus; 
erit is scilicet 

s = {xiyx -\-dy) — y{ax + 

vel eius multiplum quodcunque. Nisi autem V sit quaiititas algebraica, omnes 
reliqui valores erunt transcendentes et in liac forma coiitenti 


» - (*(r* + #!/) - yiflX + 


SCHOLION 

204. Unicus casus, quo d = — a et conditio proposita 
: .s=p{ax 4- I3y) + ^(yx — ay), 

peculiarem evolutionem postulat. Primo autem posito u == pro valore 
particulari s= V- erit • . 

J y 


y--2ccu — ^uu 


Turn vero ob 


u= 


1 V 


- et ±^y(yxx — 2axy — ^yy), 


y {y — 2 au — ^uu) ' .JJ 
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ita lit iam valor generalis sit 

8 = Vf: {fxao — 2axy — fiyy)- 

Per se enim manifestum est foimam f'.VT exprimi posse per f: T. Nisi 
ergo V sit functio algebraica, hoc casu nulla solutio particularis algebraica 
locum habet. 


BXEMPLUM 1 

205. Si posito d8—pdx-\-qdy defeat esse n8=py — qx, indolem functionis 8 
investigare. 

Comparatione cum forma nostra general! instituta fit 

a = 0, /? = -, r = --, (^ = 0. 

^ n * n 

Hie ergo casus ob d = — a pertinet ad paragraphum praecedentem, unde fit 

IV = r — = — n Ang. tang. u. 

Cum igitur sit = forma generalis est 

-n Aug. tang. A , , s 

8 = e f-(xx + yy). 


BXEMPLUM 2 

206. Si posito d8 == pdx + qdy deleat esse 8=p{x + 2/) — 
functionis 8 investigare. 

Comparatione facta fit 

a = l, /? = !, / = — d = — 1 

hineque i ■ 

IV — - = -4- et V=e^ 

J — 1 - 2 U—UU 1+M 

et solutio generalis est 

A = + 2/)- , 
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EXBMPLUM 3 

207. Si posito — pdx -[• g[dy deheat esse 0 —p(x 2y')-\-g[(2x — 3y), 

indolem fmctionis z investigare. 

Cum ergo Me sit 

a — 1, /?== — 2, y — 2 et ^ — — 3, 

erit primo 


du 


2 — 4m-|-2mm 2(1 — ii) 2(x — y) 

et quia non est d = — a, solutio generalis statim prodit 

. _ (2« - 4r.!, + 2„)*f. 
et ob erit 


^ == -i ../: (x 

A? — nr ^ ' 


■V , 




Unde solutio simplicissima est 


x—y 


SOHOLION 

208. Hie merito quaerimus, quo pacto haec solutio generalis statim sine 
adiumento solutionis specialis inveniri potuisset; sequent! autem modo ista 
investigatio instituenda videtur. 

Cum sit 

p(ax + ^y) = z — q[yx dy) et q(yx + dy) — ^ — p{ax + ^y), 
si uterque valor seorsim in forma 

dz=pdx-\- qdy 

substituatur, prodibunt binae sequentes aequationes 

(dx + I3y)dz = zdx — q(yx -{■ dy)dx ~\- q{ax + ^y)dy, 

[yx-d- dy)dz== zdy -\-p(yx-{- dy)dx — p{ax -{- ^y)dy. 

Multiplicetur prior indefinite per M, posterior per N, et productorum summa 
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dabit 

d 0 (M(ax + I3y) + N(yx + ^y)) — 0 {Mdx 4- Ndy) 

== (i^i9 — M(i){{YX + dy)dx — (ax + (iy)dy), 

ubi iam M et N ita capi debent, nt prins naembruni integrationem admittat; 
turn enim eius integrate aequabitur functioni cuicunque qnantitatis 



(yx + Sy)dx — (ax + ^y)dy 
yxx + {d — a)xy — pyy 




f '.^f Mani- 


qn a.m supra (§ 197) definire docuimus; unde patet integrale fieri — / ■ y- 
festum autem est M Qi N eiusmodi functiones esse oportere, ut haec aequatio 
fiat possibilis 


6,0 

0 


Mix -\-Ndy 


M(ax + Py) + N{'yx-{-Sy) 


sen ut membrum posterius integrationem admittat; quodsi enim eius inte- 
grale sit =IV, erit y = Pro bac integrabilitate ponamus y = ux et 

M et N functiones ipsius erit 

d0 (]K-\-Nu)dx,-\-Nxdu 

0 Mx(a + pu)+Nx(y + Su)’ 


ubi integratio succedit sumendo M = — Nu, ut sit 


d0 du 

g y + (^ — — i3mm 


seu 



du 

(S — a)u-~§uu 


prorsus ut ante. 


PROBLEM! 36 

209. Si posito d 0 ^pdx + qdy deheat esse Z=pP-\-qQ existente Z func- 
tione ipsius z tantum, P et Q autem functionihus ipsarum x et y quihusvis dahs, 
indolem functionis z investigare. 

SOLUTIO 

Pormentur sequentes aequationes ex propositis 

Ldz = Lpdx Lqdy, 

MZdx = MpPdx + Mq Qdx, NZdy = NpPdy ■+■ Nq Qdy, 
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quae in unam summam collectae dabunt 

Lds + Z{Mdx + Ndy) = + MP)d% + NPdy) + + N Q)dy + MQdx): 

Ut iam pars posterior iiabeat factorem a litteris J) et g; liberum, flat 

L + MP:NP^MQ-.L-\-NQ, 

fit ^ 

LL + LNQ + LMP=^0 sen Tj = -MP — NQ, 

quo valore inducto erit 

- di!{MP + NQ) + Z{Mdx + Ndy) = {Mq - Np){Qdx - Pdy). 

Cum nunc P Qi Q sint functiones datae ipsaxum x et y, dabitur multiplicator 
B, ut flat 

B{Qdx — Pdy) — dU 

ideoque 

- dg{MP + NQ) + Z{Mdx + Ndy) = ^ d U. 

Pro parte priori capiantur functiones indefinitae M et N ita, ut formula 
integrabilis evadat, id quod semper fieri licet, sitque 

Ji£dx -p Ndy ^ pr 

et ob 

Mdx-\-Ndy = {MP-pNQ)dV 


aequatio nostra banc induet formam 

{MP + NQ){- d0 + Zfl F) = ^ -fj 


seu 


Statuatur iam 


atque babebitur . 


da jjy Np-^Mq 

K = yzXmT^nq) 

Npi 3fq __ nr , jj 
RZ{MP + NQ) ' 


dU. 


J^-r=fiU sen J^- = r+f-.u, 


unde 0 determinatur per x et y. 
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GOEOLLARIUM 1 

210. Pro solutione ergo problematis quaeratur primo ad fonnulam 
Qdx — Pdy multipliCator JR earn reddens integrabilem statuaturque 

B(Qdx - Pdy) = dU, 

unde colligitur qnantitas U per binas variabiles x et y expressa. 

COROLLAEIUM 2 

211. Deinde quantitates Jf et JV ita capiantur, nt formula 

fiat integrabilis; cuius integrale si statuatur = V, statim habetur solutio gene- 
ralis problematis, quae dat 

J§=r-^f:U. 


EXEMPLUM 

212. Si P et Q sint fmdiones Jiomogeneae ijasarum x et y, utraque dimen- 
sionum numeri = n, solutionem problematis per fixer e. 

Ponatur y = ux et tarn P quam Q fiet productum ex potestate x in 
functionem quandam ipsius u. Sit ergo 


P = x”8 et Q^^x^T 

eruntque S et T functiones datae ipsius u. Turn vero ob dy = udx + xdu 
formula Qdx — ^ Pdy abit in 


(jifTdx — x”Sudx — of^^Sdu = a;”((r— 8u)dx — Sxdu). 
Sumatur ergo 

x^^\T-Su) 


fietque 


unde colligitur 77. 



Sdu 


Leomhabbi Ebleri Opera omnia lis InstitutioneB calculi integraliB 


18 
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Deinde pro altera quantitate V habebimus banc aequationem 

„ (M-i-Nu)dx + I^xdti 

ic^iMS + NT) ’ 

ubi iam facile est pro ilf et eiusmodi functiones ipsius u assumere, ut 
baec formula integrationem admittat. Integrale scilicet erit 

-M-Nu 

~ {n~l)x’'-^iM8 + NTy 

at Jf et seu ^ ita accipi debet, ut fiat 

1 ^ K~\-u _ 1 du 

~ (n-l)x”-'^^'E8 + T KS + T 

seu 

— EKdS + KSdu — uKdS — u8dK + TdK— KdT + Tdu — udT 
+ (w — 1) du(KS +T) = 0, 

quae ad banc formam reducitur 

(T— 8u)dX+ E(n8du — 'ud8 — dT) - EEdS + nTdu — udT= 0. 

Ex qua concessa aequationum resolutione cognoscitur quantitas E, qua jn- 
venta erit 

Y — 

^ ~ (n-l)x”-yK8 + T) 

Cum autem ilia aequatio solutu difficilis' videatur, ponatur statim 


eritque 


unde fit 


K-\-u 
K8 + f 


= y 


E= 


Tv — u 
l — 8v 


et 


E8+ T = 


T-8u 
1 -8v’ 


dv 


(w — l)<i#(l — 
T-Su 


0 , 



— V 

{n-yx”-^ ' 


qua resoluta erit 
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COEOLLAEIUM 

213. Casus autem, quo n = l, singulari evolutione eget. Facile autem 
patet turn sumi debere Jf= — Nu, ut fiat dV — unde, postquam 

quantitas V fuerit inventa, erit semper 

f‘^=V+f:U. 


SCHOLION 

214. Cum ternae variabiles x, y, a sint inter se permutabiles, patet hoc 
problema multo latius extendi posse. Scilicet si conditio proposita hac con- 
tineatur aequatione — non solum solvendi methodus adhibita 

succedit, si B sit functio ipsius s Qi P cum Q functiones ipsarum x et y, 
sed etiam, si fuerit P functio ipsius a; et § et JS functiones ipsarum y et 
turn vero etiam, si Q functio ipsius y, at P et E functiones binarum reli- 
quarum x et s. Haec vero conditio cum ante tractatis eo redit, ut binae 
formulae differentiales et sint a se invicem separatae neque plus una 
dimensione occupent, etiamsi et his casibus ingens restrict! o accedat. Quodsi 
autem conditio magis sit complicata, solntio vix unquam sperari posse videtur; 
interim tamen casum eiusmodi proferam, quo solutionem expedire licet. 


PEOBLEMA 37 

215. 8i posito dz=pdx-\-g_dy deleat esse q = Ap’'x^yf'f, indolem functionis s 
in genere investigare. 

SOLUTIO 


unde fit 


Posito hoc yalore loco q habebimus 

dz =pdx + Ap^x^y^z^dy, 

Ayf‘dy=‘P~’‘x~^z~''{dz—pdx). 


Ponatur p "x ^z ut sit p = t ".x "z ”, eritque 


n-l 


Ayf'dy = tdz — t ^ X ’'z "dx. 


18 * 
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Statuatur porro seu t = erit 

n V 

Ay^'dy = u’'~'^f~^dg~ux dx. 
lam partibus, quoad fieri licet, integratis adipiscimur 

tt— A 1 W + l'— '1 7* — A 

f du( ^ ~x^) 

J 1 n—X } 


71 n+r--l n— X 

1/4.1 w — 1 '^17 

+ '\jr ^ — 


n “2 


r 


jX-|-l ^ «-|-v — 1” ' w — ^ 

ac nunc solution em per praecepta supra data expedire licet; scilicet statuatur 


1 « + V 1 

1 «-i 


71 — ^ 


eritque 


W + 1/ — 1 


n— A 

n 71 + 1' — 1 




-f 


f/* + 1 . 


W 1 „ „ 1 71 — 1 

-U 0 


f :u 


n — ^ 


■Ma; " — nf'. u, 


ft + 1 " n-\-v — l" " n — X 

atque ex his binis aequationibus si elidatur u, clabitur utique ^ per x et'y. 


COEOLLAEIUM 1 

216. Casus w = l peculiarem postulat tractationem; cum enim posito 
^ = ^x~^ iT'' sit Ay'^dy ’^tds — x^^iT^dx, erit 


atque hinc statim concluditur 

A 


ft + 1 


y‘ 


/i+i 


v,l-Z v 


X—1 




COEOLLAEIUM 2 

217. Casus autem n-\-v — 1 = 0 et n — A = 0 nullam facessunt molestiam, 
cum sit priori casu 


71 + 1'- 1 

7Z—1 7 

^ 


posteriori autem 


w + v — 1 


n 


n — X 


X =lx, 


quos valores in solutionem introduci oportet. 
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EXEMPLUM 

218. Si posito ds=pdx-\-qdy debeat esse pqxy = ag seu = functionem 

Jr '^y 


z imestigare. 
Erit ergo 


, , , azdy ady px/n 7 \ 

dz=pdx-\ seu — - = ^(dz —pdx). 


y ^ 


Ponatur ^ f seu p = -—‘, erit 


tdz — 


tt^dx 


Statuatur porro tt^=^uu seu ^ = 

ady ud^ utidx 

y . X . 

et, quoad fieri* potest, integraudo 

aly = 2uyz — uulx — J'du(2Vz — 2ulx), 

ita ut iam post signum integrals unicuna differentiale du reperiatur. Posito 
ergo 

Yz — ulx ^ f:u 

erit 

aly — 2 uY ^ — uulx — 2f‘. u — uulx -\- 2uf : u 2f i u. 

l/ 

Pro casu siruplicissimo sumatur f :u = 0 et f\u = 0', erit w = ideoque 

7 2z z ^ 

® ^ lx lx lx ’ 


ita ut pro casu simplicissimo sit z = alx -ly. 

Si ponatur /'iM — wZc et f'.u — ^uulc, erit 

■]/g -\/g j. _7 . 24 t zlx zlc _ z . 

“ “ ^ l^ ~~ (loxy {Icxy lex ’ 

ita ut sit z = aly(lc -{-Ixy, magis generaliter autem erit 

z = a(lb -|- lyy(lc -p Ix^. 
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Statuatur porro f " — u" seu t = f' erit 

n V 

Ay^'dy = — ux dx. 

lam partibus, quoad fieri licet, integratis adipiscimur 

^ 1 n +r— 1 .. . 

~—fdu( ~x ” ) 

J 1 w— 1 J 


.71 n*f V — 1 n — A 

«4.i « — 1 WW 

„/< + 1 _ w z 


» — 2 




jii+l ^ «-t-v — 1” « — ^ t/ Vw+i' — 1 w- 

ac nunc solutiouem per praecepta supra data expedire licet; scilicet statuatur 


eritque 


n + v — 1 


1 n + V - 1 


n-X 


-y 


|U 4" 1 , 


W— 1 


' X 

n 71 + »' — 1 




» 




71 — ^ 


” — nf'. u, 


ft -j- 1 M + V — 1 ” W — /I 

atque ex his biuis aequationibus si elidatur u, dabitur utique z per x et'y. 


OOE.OLLAEIUM 1 

216. Casus w.==l peculiarem postulat tractationem; cum enim posito 
J) = Y a;~^ a!”” sit Anf^dy ==tdz — x~^z~'’dx, erit 




ft + i"" ;i— 1 

atque hinc statim coucluditur 


x‘- '■z' 


+ J fz (t + x^-^-^-^) 






r 


1—1 


COROLLAEITJM 2 

217. Casus autem n-{-v — 1 = 0 et n — A = 0 nullam facessunt molestiam, 
cum sit priori casu . 

. n + i'-l 

n—1 7 

— ^ = 

n + v — 1 

posteriori autem 


n 


71 — X 


n — 1 


X ” = lx, 


quos valores in solutionem introduci oportet. 
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EXEMPLUM 


218. Si posiio dz=pdx-\-qdy debeat esse pqxy = a 0 seu Q — functionem 
g investigare. 

Erit ergo 

dg =^pdx seu ^^ = ^{dg — pdod). 

^ pxy y z ^ ' 


Ponatur ^ == r seu p^—r', erit 

ady 

T" 


*— td0 ' 


tt^dx 


Statuatur porro tt^ — uu sen ut sit 

ady ud0 uitdx 

y ^ 

et, quoad fieri' potest, integrando 

aly = 2uyg — uulx—fdu{2V8 — 2ulx), 
ita ut iam post signum integrate unicum differentiate du reperiatur. Posito 

— ulx = f\u 

aly = 2uyz — uulx — 2f‘. u = uulx + 2uf \ u — 2f\u. 

Pro casu simpticissimo sumatur f\u = ^ et f\u = Q; erit it = ^ ideoque 


ergo 

erit 


, 20 0 z 

^ y lx lx ~ ix’ 


ita ut pro casu simpticissimo sit z — alx-ly. 

Si ponatur /’'■ It = It Zc et f’.u — ^uulc, erit 

\/s y^ , 1 elc 0 

lx +lo ^ ~ {Icxy (Icxf lex’ 

ita ut sit z — aly(lc -ytod)', magis generatiter autem erit 

: = a,(lb -p Zi/).(Zc -P lx). 
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SGHOLION 

219. Method! hactenus traditae baud mediocriter amplificabuntui:, si loco 
binarum variabilium % et y, quarum functio esse debet s, binae aliae varia- 
biles t u introducantur, quarum relatio ad illas detur. Ita si z sit functio 
binarum variabilium x et y, ut inde prodeat 

da ==pdx qd,y, 

ac loco flj et ^ aliae novae variabiles t u introducantur, ut iam dilferen- 
tiatione instituta prodeat 

• da=‘rdt-^ sdu, 

quaeritur, quomodo r et s per j? et q determinentur pro relatione inter 
pristinas variabiles x, y et novas t Qt u stabilita. Hinc ergo tarn x quam y 
certae cuidam function! ipsarum if et m aequabitur; quae cum detur, sit 

dx = Pdt-\-Qdu et dy = Mdt Sdu, 

ita ut facta hac substitutione a iam sit functio ipsarum t et u. Cum igitur 
esset da ==pdx -{■ qdy, erit nunc 

da = {Fj) Itq)dt (Qp Sq^du. 

Est vero per bypothesin da = rdt sdu, unde babebitur 

r = Pp -\- Eq et s= Qp Sq. 

Quare facta bac substitutione valores differentiates novi ex praecedentibus ita 
determinabuntur,^ut sit 

Unde etiam, cum sit vicissim 

Qr -Fs = (QE -PS)q et Sr — Es = {PS - QE)p, 
concludimus fore 

S ^ /da\ 

\dx) ~ PS-QB \m) ~ PS—QR \Ju) 

et ■ 

fd 0 \ -Q (da\ P (da\ 

\dy) P8-QB\dt)'^P8-QB\du)' 


178] DATUR RELATIO INTER (^), (g) ET OMNES VARIABILES x, y, s 
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Vel cum X Qi y perinde ac g sint function es ipsarum t et u, haec relatio ita 
exprimi potest, ut sit 



Hinc efficitur, ut, quae problemata pro data quadam relatione inter p, g, x, y, z 
resol vi possunt, ea quoque pro relatione inde resultante inter r, s, t, u et s 
resolvi queant; unde saepe problemata naseuntur, quae solutu vebementer 
difflcilia videantur, ex quo non contemnenda subsidia in banc Analyseos 
partem inferri possent; sed quia usus praecipue in formulis differentialibus 
secundi gradus spectatur, his non fusius immorans ad eas evolvendas pro- 
gredior. 


l) Notandum est Eulerum nonuullas aequationes differential es eiusdem generis, quod hie in 
Capitibus II — VI tractatur, iam resol visso in Oommentatione 286 (indicis Enestroemiani): Investi- 
gatio functionum ex data differ entialiiim conditioner Novi comment, acad. sc. Petrop. 9 (1762/3), 
1764, p. 170; LEomrARDi Euleri Opera omniar series I, vol. 22. E. E. 
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CAPUT I 


DE EORMULIS DIFFEEENTIALIBUS SECIMDI aEADUS 

IN G-ENERE 

PEOBLEMA 38 ' 

220. Si n sit functio quaecunque Unarum varidbilimi x et y, ekes formulas 
differentiates secundi gradus exhihere. 

SOLUTIO 

Cum 2 sit functio binarum variabilium x et y, eius differentials huius- 
modi habebit formam ds-= pdx qdy, ex qua p et q sunt formulae differen- 
tiales primi gradus, quas ita denotare solemus 



Cum nunc sint quoque p &t q functiones ipsarum x et y, formulae differen- 
tiales inde natae erunt formulae differentiales secundi gradus ipsius s, unde 
intelligitur quatuor buiusmodi formulas nasci 

(dp\ (^\ 

W’ \dy)' \dx)’ \dy)’ 

quarum autem secundam ac tertiam inter se congruere in Calculo differen- 
tiali est demonstratum. Sed cum sit p = , simili scribendi rations erit 

1) Institutionum calculi differ entialis partis prioris § 228 et quae sequuntur; Leonsarli 
Euieri Opera omnia, series I, vol. 10, p. 154. F. E. 


19 * 
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(If) ““ scripturae significatus Mnc sponte patet. Deinde eodem 

modo erit (||) = (^) atque ob q={^) habebimus (||) = (^^) et 
(lf) = (^)- Qiiia ergo est 


/ dd0 \ 

,( ddz \ 

\dydx) 

\dxdy) 


functioni z convenient tres formnlae differentiales secundi gradus, quae sunt 

/ddz\ ( ddz\ , (dds\ 

\dxy’ \dxdy) W// 

COROLLAEIUM 1 

221. Ut ergo functio z duarum variabilium x ei y duas habet formulas 
differentiales primi gradus 

(|£) et m, 

\dx/ \clyJ 

ita babet tres formulas differentiales secundi gradus 

/ ddz\ / ddz \ ^ ( ^dz\ 

\M)' \1^) V57A 

COEOLLAEIUM 2 

222. Hae ergo formulae per duplicem dift'erentiationem nascuntur unicam 
tantum quantitatem pro variabili accipiendo. In prima scilicet bis eadem x 
variabilis sumitur, in secunda vero in altera differentiatione x, in altera autem 
y variabilis accipitur, in tertia autem bis y, 

OOEOLLAEIUM 3 

223. Simili modo patet eiusdem functionis z quatuor dari formulas diffe- 
rentiales tertii gradus, scilicet 

/ d^z \ / d^z \ (d^z\ 

KdzV' Kdx^dyJ’ KdxdyV’ \dyV’ 

quarti autem gradus quinque, quinti sex etc. 
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SCHOLION 

224. Formulae hae differentiales secundi gradus ope substitutionis saltern 

ad formam primi gradus revocari possunt. Yeluti formula si ponatur 

(^)=^, trausformabitur in formula autem eadem substitutione 

in banc • At posito = q formula transmutatur in banc , 

formula autem in banc ' Vicissim autem uti ex aequalitate p = (§|) 

deduximus 

m_i^\ et (^) _(!*), 

\dx/ \dx^J \dy/ \dxdy’ 

ita ex his ulteritis progrediendo colligemus 

fddjy\ fd^ z\ ( dd^\ / d^^ \ / d^^ \ 

\dx^) \dxv ^ \dxdy^ xdx^dy)^ \dy^) \dxdy^) 

Turn vero etiam si ponamus , Mnc sequentur istae aequalitates 

e=t qiiasi novns algorithmus, cuius 

principia per se ita sunt manifesta, ut maiore illustratione non indigeant. 

EXEMPLIJM 1 

225. Si sit s — xy, eius formulas differentiales secundi gradus exMhere. 
Cum sit 

O-o (rp 

erit 

(S?)=o. = 1 

EXEMPLUM 2 

226. Si sit 0 = x”'y^, eius formulas differentiales secundi gradus exhibere. 
Cum sit 

erit 

(g£)_„(„_l)*-Y, 
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EXEMPLUM 3 


227. Si 

sit z = y(xx + yy), 

eius formulas 

differentiales secundi 

exhibere. 




Cum sit 

fd^\ X 

et (i^)~ 

w 

y 

erit 

y{xx-\-yy) 

y{xx^yyy . 

fddz) 

_ yij ^dde\ 

_ -xy 

/dd0\ XX 

\dxy 

{xx + yyf 

(xx + yyy 

\dy'^) {xx-^-yy)^' 


SOHOLION 

228. Quemadmodum binae formulae differentiales primi gradus cuiusque 
functionis z ita sunt comparatae, ut sit 

et integrando 

ita quoque in formulis secundi gradus erit 

Tres igitur formulae secundi gradus semper ita sunt comparatae, ut geminam 
integrationem praebeant, si scilicet cum dififerentialibus dx et rite combi- 
nentur; baecque proprietas, quae probe notetur, in sequentibus insigne adiu- 
mentum afferet. 


PEOBLBMA 39 

229. 8i z sit functio hinaTwn varidbiliwn x &t y ) loco x et y intfoduccintur 
hinae novae vandbiles t et u, ita ut tam x quam y aequetw certae functioni ip- 
sarum t et u; formulas differentiales secundi gradus ipsius z respectu harum no- 
varum variaMlium definire. 

SOLUTIO 

Quatenus z per x et y datur, datae sunt eius formulae differentiales ta.-m 
primi graduB y), (|i) .jaam secundi gradus (g) . (^), Q-, ex qnibus 
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quomodo formulae diiferentiales respectu uovarum variabilium t et u deter- 
minentur, deflniri oportet. 

Pro primo gradu autem cum sit 

quia tarn x quam y datur per t et u, erit 


quibus valoribus substitutis habebitur ipsius z differeutiale plenum ex varia- 
tione utriusque i et m ortum 


= C) 0-+ <*“(1) © + (I) + m- 

Quodsi iam vel sola t variabilis sumatur vel sola u, prodibunt formulae 
differentiales primi gradus 



Simili modo ulterius progrediendo differentiemus formulas 


prime generaliter, turn vero loco et 2/ etiam i et ^ introdneamus; hineque 
nanciscemur 



Unde poterimus formulas [differentiales quantifatum] (||) et pro varia- 
bilitate tarn solius t quam solius u assignare; scilicet cum sit 
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EXEMPLUM 3 

227. Si sit 0 = yy), ems formulas differentiales secundi gradus 

exhibere. 


Gum sit 

(dz\_ 

X 

CD 

1 

11 

y 


yixx + yy) 

Vixx-^-yy)’ 

(dds\ _ 

yy 

f dd0 \ 

_ -xy 

(dd2\ XX 

\dx^) " 

{xx-\-yyf 

\dxdy) 

{xx + yyf 

{xx-\-yyf 


SCHOLION 

228. Quemadmodum binae formulae differentiales primi gradus cuiusque 
functionis s ita sunt comparatae, ut sit 

et integrando 

ita quoque in formulis secundi gradus erit 

Tres igitur formulae secundi gradus semper ita sunt comparatae, ut geminam 
integrationem praebeant, si scilicet cum differentialibus dx et dy rite combi- 
nentur, haecque proprietas, quae probe notetur, in sequentibus insigne adiu- 
meutum afferet. 


PROBLBMA 39 

229. Si e sit functio binarwm variabilium x et y, loco x et y introducantur 
binae novae variabiles t et u, ita ut tarn x quam y aequetur certae functioni ip- 
sarum t et u; formulas differentiales secundi gradus ipsius z respectu harum no- 
varum variabilium definire. 

SOLUTIO 

Quatenus z per x et y datur, datae sunt eius formulae differentiales tarn 
primi graxius ,nam wcundi gradas (||?), Q; ex quibuB 
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quomodo formulae differentiales respectu novarum variabilium ^ et « deter- 
minentur, definiri oportet. 

Pro primo gradu autem cum sit 

quia tarn £C quam y datur per t Qt u, erit 


quibus valoribus substitutis babebitur ipsius z differentiale plenum ex yaria- 
tione utriusque ^ et « ortum 



Quodsi iam vel sola t variabilis sumatur yel sola u, prodibunt formulae 
differentiales primi gradus 



Simili mode ulterius progrediendo differentiemus formulas 



primo generaliter, turn yero loco x q\i y etiam t q\i u introducamusj bincque 
nanciscemur 



Unde poterimus formulas [differentiales quantitatum] et pro yaria- 
bilitate tarn solius t quam solius u assignare; sciHcet cum sit 




152 LIBRIPOSTERIOEISPAESPEIMA SECTIO SECUNDA CAPUT I §229-233 [187-188 




COEOLLAEIUM 1 

230. Proposita ergo conditione quadam inter formulas differentiales func- 
tionis n, quatemis per variabiles ^ et m definitur, eadem conditio pro eadem 
fnnctione ^ transfertur ad alias binas variabiles a: et ?/ ab illis utcunque 
pendentes. 


COEOLLAEIUM 2 

231. Formulae quidem 

(S)- (^). {%) etc. 

per^ i! et M exprimuntur ex relatione, quae inter x, y Qt t, u assixmitur, verum 
indidem eaedem formulae ad variabiles x st y revocari possunt. 


SOHOLION 


232. Quemadmodum Eic variabilitas quantitatum t et u per formulas 
differentiales ex variabilibus x Qt y natas est expressa, ita vicissim, si varia- 
bles i et u proponantur, ex quibus certo mode alterae x Qt y determinentnr, 

seqnentes reductiones habebnntur facta tantnm variabilium permutatione. 
Jrrimo scilicet pro formulis primi gradus 
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pro formulis autem differentialibus secundi grad us 

(d(h\ ^ fddt\ (ddf. /^\ 

\dxy KdxV \dt) Vda;V \c? J 

\_ ( dt\ (ddsS, ^ ( dt\(du\( dds\ [du\^(ddg\ 

\dx) \dt^) Wa;/ Wa:/ \dWM/ Vdai' 

{ ddg\ I ^ ddw\ 

\dxdy) \dxdy)\dt)~'\dxdy/\du/ 

I / d A / d A / dd^ i f dt \ (dv\/ \ fdu\/dt\^ dd3\ . /du\ /du\ /dds\ 

\d xJ \d y) \ dp ) \dx) \d y) \dtdu) \d x) ^dy) ^dtdu) ' \dx/ \d y) \dii^) ’ 

(ddg\ ^ (m\ f^\ /^dwN 

\dy^J \dy^) \dt) '' \dy^ )\du) 

. ( dt'Pt dd^ _ / dA /d«\ / ddg\ /ditV/ddA 

\dy/\dP/' \dy/ \dy/ \Wtdu ~^\dy)\du^)’ 

ubi determinatio litterarum t et u per alteras a et y cousiderari debet, 
Quoniaru scilicet iu conditionibus praescriptis binis variabilibus x et y uti 
solemus, earum loco alias quascunque t et introducendo loco illaruru for- 
mularum differentialium has novas formas a.d variabiles t et u relatas ad- 
Mbere poterimus, ubi deinceps relatio inter variabiles x, y et t, u ita est 
constituenda, ut quaestio solutu facilior evadat. Pro variis igitur huiusmodi 
relationibus exempla evolvamus. 

EXEMPLUM 1 

233. Si inter variabiles x, y et t, u haec relatio constituatur , ut sit 
t = ax-\-j3y et u^yx + Sy, 
reductionem formularwm differentialium exhibere. 

Cum sit 



Mncque formulae pro secundo gradu evanescant, babebimus pro formulis 
primi gradus 


Leoiihaudi Eulbri Opera omnia I is Instifcutiones calculi integralis 


20 
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pro foxmulis autem secundi gradus 


234. 


erit 


atque 


. COEOLLAEIUM 1 
Si STimatur t = x et u ~ so y, erit 

«==1, j3 = 0, j' = l et £^ = 1; 


11 

\dt) 

rd8\ 

Kdu) 

11 

(-) 
\d w 

(dds\ 

\dxy 

11 

+ 2 

/ dd0\ 1 
\dtdw 

dddg\ 

\7i?/ 

/ dds N 

_ (ddg' 

) + ( 

'dd8\ 


\dxcly) 

\dtdu. 

sdMV’ 


fdd^\ 

/ddiii\ 





\ dwv 





COEOLLAEIUM 2 

235. Etsi ergo Me est t = x, tamen non est (^£j = , cnius rei ratio 

est, quod in forma (~j quantitas y sumitur constans, in vero quantitas 
u = x-\-y', id qnod in genere notasse iuvat, ne ex aequalitate if = a; ad aequa- 
litatem formularnm et concludamns. 


EXBMPLUM 2 

236. Si inter variabiles t, u et x, y Jiaec relatio constituatur, ut sit t — ax"‘ 
et u = ^y", reductionem exMlere. 
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Hie ergo erit 


(si) - 

-1 

f 

o 

II 

A ddt\ 
\W 

= m(m — V)ax”' 

o 

11 

\dyJ 

il 

1 

tddiCs 

\df) 

= w(m — 


unde obtinemus pro formulis primi gradus 

pro formulis autem secundi gradus 

(Ip) =»{» - 

in quibus formulis iam loco x y earum valores per t q\i u induci debent. 

BXEMPLUM 3 

237. 8i inter varidbiles t, u et x, y haec relatio constituatur, ut sit x = t 
et Y = formularum differentialium reductionem exhibere. 

Cum sit t = x et ^ 



bineque formulae involventes ddt evanescunt. Porro 

/du\ 1 u fdu\ — X —MM 

\dx} y t ’ \dy/ yy t ’ 

(ddu\ r. /" ddM^ _ -1 MM 

\d¥)~^’ \dxdy) yy tt ’ V di/V y^ tt ’ 
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unde pro formulis primi gradus habebimus 

fds\ _ fds\ , fd£\ —tni /dA 

\dxJ ' t^du)’ \dy) t \du' 

pro formulis autem secundi gradus 


11 

(ddd\ 

\df) 

+ t ( 

'' dd^\ , itu / 
\dtdiJ ' tt ' 

'ddg\ I 

^duy’ 1 

/ dd^\ 

— UUl 


1 

2 1 
^ 1 

u^^ddis\ 1 

\dxdy) 

tt ^ 

\duJ 

t \dtduJ 

tt\du^J’ \ 


^ddg's^ 2#/t2A I u^'/ ddd x 

\d^f) it \dw U\du^) 


EXEMPLUM 4 


238. 8i inter variaUles t, u et x, y Mec relatio constituatur, ut sit t = e"’ et 


u == e‘y seu x = lt et y 
Hie ergo est 


reductionem formularum differentialiwn exMbere. 


Deinde 

turn vero 


\dxJ \dyj ' \d 


ddt\ 


{ ddt\ 


= *’='■ 

(£) - 


t ddd^ 

\d^) 


^ { ddu\ 

\d^j) 


t 


fddu\ 
’ Vdf) 


0 . 


Quare pro formulis primi gradus habebimus 



pro formulis autem secundi gradus 
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SCHOLION 

239. In formulis generalibus § 232 datis assumsimus valores variabilium 
t ei u per x Qi y expresses dari et universa evolutione facta turn demum 
pro X Qi y variabiles t et u restitui. Oommodius ergo videatur, si statim 
variabilium cc et ^ valores per t u express! babeantur; verum inde valores 
formularum etc. nimis complicate exprimerentur, quam ut eas in 

calculum introducers liceret. Scilicet si x et y per t et u dentur, inde fit 



ac formulae secundi gradus multo magis proditurae simt perplexae. Quovis 
ergo casu, quo huiusmodi reductions utendum videtur, coniectura potius quam 
certa rations idoneam variabilium immutationem colligi conveniet. 

Alia vero etiam datur reductio saepe insignem utilitatem afferens, dum 
ipsius functionis z quaesitae forma mutatur, veluti si ponatur s=Vv deno- 
tante V functionem datam ipsarum x et y, ita ut iam v sit functio quaesita; 
quin etiam baec nova quaesita v alio modo cum datis implicari potest. 


PEOBLBMA 40 

240. Proposita functione z binarum variabilium x et y ac posito z == Pv, ita 
ut P sit data quaedam functio ipsarum x et y, formulas differ entiales ipsius z 
per formulas differentiales novae functionis v exprimere, 

SOLUTIO 

Oum sit z = Pv, ex regulis differentiandi traditis babebimus primo for- 
mulas differentiales primi gradus 

(s)-(S)'+^(£) (|)-(f>+HS> 

Atque hinc deinceps formulae differentiales secundi ordinis ita prodibunt 
expressae 
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/ ddg \ / ddJP \ .. \ c) f dP \ fdv \ \ p 

hB--) - (ni^) " + H*; J w + ^ Irw ’ 

{ ddg\_ f ddF \ , I -I- 

\dxdy) \dxdy)^'^ \dx)\dy J ' \dy }\dx) KdxdyJ’ 

ubi cum P sit functio data ipsarum x &i y, eius formulae differentiales simul 
habeutur. 

COROLLAEIUM 1 

241. Si P esset functio ipsius x tantum, puta X, turn posito s = Xv erit 

fdg\ dX , -xrfdvX , / d0\ ■xr/'dv\ 

turn 

( ddg \ I 2dX (dv\ I ■^fddv\ 

\ dx^ ) ~ ^ W \^/ + VdiV ’ 

\dxdyJ dx \dy/ \dxdyJ 

\ dy^ / \dy^/ 

COEOLLARIUM 2 

242. Q^ransformatio haec easdem variabiles a? et ?/ servat et tantum loco 
functionis ^ alia v introducitur, cum ante manente eadem functione ^ binae 
variabiles oo Bt y alias t Bt u sint reductae* Ex quo hae duae transfor- 
mationes genere sunt diversae. 

SCHOLION 1 

243. Casus simplicior fuisset, si per additionem posuissemus 

ut esset P functio quaedam data ipsarum x et yi verum turn transfox'matio 
ita fit pbvia, ut investigatione non indigeat; est enim manifesto 
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Neque vero etiam formas magis compositas evolvi necesse est, veluti si po- 
namus ^ = y'(PP+ quandoquidem talis forma vix nnqnam usum foret 
habitura. 


SCHOLION 2 

244. Praemissis bis prmcipiis et transformationibus negotinm aggredia- 
mur et metbodos aperiamus ex data relatione inter formulas differentiales 
secundi gradus et primi gradus itemque ipsas quantitates principales barum 
ipsarum relationem investigandi. Hie scilicet praeter ipsas quantitates a>, y 
et 0 earumque formulas differentiales primi gradus @ et consideran- 

dae veniunt tres formulae differentiales secundi gradus (^) > 

quarum vel una vel binae vel omnes tres in relationem propositam ingredi 
possunt, ubi insuper ingens discrimen formulae primi gradus, sive in relatio- 
nem ingrediantur sive secus, constituunt. Non solum autem nimis longum 
foret omnes combinationes, uti in praecedente sectione fecimus, prosequi, sed 
etiam defectus idonearum metbodorum impedit, quominus singula quaestm- 
num buc pertinentium genera percurramus. Capita igitur pertractanda ita 
instituamus, prout metbodus solvendi patietur, ea, ubi nibil praestare beet, 
penitus praetermissuri. 



OAPTJT II 


DE OTA EOEMULA DIEPEEBiraiALI SBOOTDI GRADD8 
PER RBLiqUAS QUANTITATES UTOUNQDB DATA 

PEOBLEMA 41 

245. Si 0 debeat esse eiusmodi functio ipsarum x et y, ut formula secundi 
gradus aequetur fmctioni datae ipsanm x et y, indolem functionis g 

investigare. 

SOLUTIO 

Sit P functio ista data ipsarum x et y, ita ut esse debeat 

Sumatur iam y constans, et cum sit d.{^=^dx{^^, erit 

ijx) “ 

unde integrando prodit 

ubi in integrations J'Pdx quantitas y pro constants babetur et constans 
adiicienda functionem quamcunque ipsius y denotabit, ita ut haec prima in- 
tegratio praebeat 
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Nunc iterum quantitate y ut constante spectata erit dz = doc sen 

dg^dxj" Pdx + dxf\ y; 

ubi cum J' Pdx sit functio ipsarum x et y, quarum haec y constans assu 
mitur, integratio denuo instituta dabit 


=J‘dxJ‘ Pdx + xf: y -\~F: 


V: 


quod est integrale completum aequationis differentio-differentialis propositae 
propterea quod duas functiones arbitrarias f‘.y et F:y complec- 
titur, quarum utramque ita pro lubitu accipere licet, ut etiam functiones 
discontinuae non excludantur. 


COEOLLAEIUM 1 

246. Quodsi ergo proponatur baec conditio == 0, eius integratio 

g = xf:y F:y 


completa dabit 


ob P = 0, cuius veritas ex differentiatione perspicitur, unde fit primo 


COEOLLAEIUM 2 

247. Eodem modo in genere integrale inventum per differentiationem 
comprobatur. Oum enim invenerimus 

0 ^J'dxfPdx xf‘.y + F:y, 

prima differentiatio praebet 

repetita vero = P. 

COEOLLAEIUM 3 

248. Simili modo si baec proponatur conditio = Q existente Q 

functione quacunque ipsarum x y, integrale completum reperitur 

s=fdyfQdy + yf:x-\-F:x, 

ubi in geminato integral! j'dyJ'Qdy quantitaa x pro constante babetur. 
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SOHOLION 

249. Hinc ratio integralium completorum, quae ex formulis differentia- 

libus secundi gradus uascuntur, in genere perspicitur, quae in hoc est sita, 
ut duae functiones arbitrariae invehantur; ubi iterum notandum est has 
functiones tarn discontinuas quam continuas esse posse. Nisi ergo per totam 
hanc sectionem integralia duas huiusmodi functiones arbitrarias involvant, ea 
pro completis haberi nequeunt. Quotiescunque eniin problema ad huiusmodi 
aequationem = P perducit, eius indoles semper ita est comparata, ut 
tribute ipsi x certo quodam valore ic = a tarn formula quam ipsa 

quantitas » datae cuipiam functioni ipsius y aequari possit. Quare si tarn 
integrale yPda; quam hoc fdxJPdcc ita accipiatur, ut posito x=a evanescat, 
erit pro eodem casu ic = ct valor 

^ 2/ + P:y, 

unde ex problematis natura utraque functio f'.y et F\y definitur. Haec 
autem applicatio ad omnes casus fieri non posset, nisi integrale completum 
haberetur; quamobrem in hoc praecipue est incumbendum, ut omnium huius- 
modi problematum integralia completa habeantur. 

Ceterum hie in perpetuum monendum duco, quoties huiusmodi formula 
integralis JPdx occurrit, semper solam quantitatem x variabilem accipi esse 
intelhgendam, siquidem, si etiam y variabilis acciperetur, formula J^Fdx ne 
significatum quidem admitteret. Simili mode in formula j^dx Pdx intelligi 
debet in utraque integratione solam x variabilem assumi. Sin autem talis 
forma J' iy J'Pdx occurrat, intelligendum est integrale JPdx ex variabilitate 
solius X colligi debere; quod si ponatur = B, ut habeatur Bdy, hie iam 
sola y pro variabili erit habenda, 

EXEMPLUM 1 

250. Qmeratur Unamm mridbilmn x et y eimmodi functio g, ut sit 

(ddg\ xp 

\dx^) a 

Cum hie sit P=^ erit 

a ' 
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sicque habebitur ex prima integratione 

ita lit posito x = a formula functioni cuicunque ipsius y aequari possit 
seu applicatae curvae cuiuscuuque respondenti abscissae y. Turn vero altera 
integratione instituta erit 

^ 2/ + 2/, 

qui valor casu x = a denuo functioni cuicunque ipsius y aequari potest. 


BXEMPLUM 2 

251. Quaeratur Unarmn variabilium x et y eiusmodi fmctio 0 , ut sit 


i 


dd^ 


ax 


dx^/ Yipox + yy) 


Ob — erit 

y{xx + yy) 


et 


J"Pdx = ay{xx + yy) 

fdxf Pdx = af ixV(xx + i/j/) = y aa? + i/y) -f y ayyl [x + y(a:a: + yy )) , 
unde prima integratio praebet 

(■£) 

altera vero 


^ = y6ia;l/(a3a:4-^2/) + \ayyl{x -\-y{xx yy'^ -\-xf\y-\-F\y. 


EXBMPLTJM 3 

262. Quaeratur hinarum variabilium x et y eiusmodi functio 0 , ut sit 

/'dd0\ 1 

^dx^^ yiaa — xx — yy) 


31* 
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Cum sit P == . 


erit 


turn jBvo 


y{aa — XX — yij) 

C Pdcc == Ang. sin. > 

J ° Y(aa-yxj) 

on . ■ » C xdoc 

fdxfPdx = X Ang. sm. J y(^aa~xx- yy) ' 

Quare integratio prima praebet 

(-^) = Ang. sin. . — - + f : 2/ 

\dxJ yiaa—yy) 

Mncque ipsa functio quaesita erit 

g = a; Ang. sin. — + ’/(»«■ — xx — yy) xf y -{• F y . 

Yiaa-yy) 

EXEMPLUM 4 

263. Quaeratm hinarum variaUUum x et y eiusmodi functio g, ^d sit 

Ob P = x sin. (x + y) e^it 

j'Pdx= Jxdxmi.,{x-[-y) = — a: cos. (a; + 2/) + j'dxc,os.{x y) 

= — a3cos.(a; + 2/) + sin.(fl3 + 2/) • 


Turn vero est 


ideoque 


j' lodx cos. {x-Yy) — x sin. {x-\-y)-\- cos. {x + 2/) 


J'dx j'Pdx == — 2 cos. [x-\-y) — x sin. (a: + 2/) • 
Quocirca ambo nostra integralia erunt 


et 


dx 


sin. {x-Yy) — x cos. {x + y) + f:y 


^ = — 2 cos. {x-{- y)~x sin. {x y) -\- djf\y F\y. 
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PKOBLEMA 42 

254. Si gt deheat esse eiusmodi functio varidbilium x et y, ut sit 

existentibus P et Q functionibus quibusvis ipsarum x et y, indolem functionis s in 
genere investigare. 

SOLUTIO 

Ponamus hie = v, ut sit = (-|^) ; erit nostra aequatio inte- 
granda 

{%)-Pv+Q. 

Spectetur ergo sola x ut variabilis et ob dv==dx (-^) erit 

dv = Pvdx + Qdx, 

quae per multiplicata et integrata dat 

= j' Qdx -\- f-.y 

ideoque 

(il) _ + /'"/■: 9. 

Retineatur sola x variabilis spectata y ut constante et ob dz = erit 

, Qdx + f : yfe-^^^^dx +F:y, 

quod ob binas functiones arbitrarias f'.y et F ‘.y est integrate completum. 

COROLLARIUM 1 

255. Problema hoc multo latius patet praecedente, cum conditio propo- 
sita etiain formulam primi gradus (-|^) involvat; nihilo yero minus solutio 
feliciter successit. 
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OOEOLLABIUM 2 

256. Hie ergo quadruplici integratione est opus. Primo scilicet quaeri 
debet integrale fPdx; quod si ponatur = IB, quaeri porro debet integrate 

fBdx; 


quod si ponamus =8, restat integrate 


quod abit in 




Qdx 

W’ 



ita ut insnper bae dnae formae integrari debeant. 


COEOLLARIUM 3 

257. Eodem omnino modo resolvitur problema, quo esse debet 


si P et <3 fuerint functiones quaecunque datae ipsarum x ei y. Eeperitur 
enim 

et 


EXEMPLHM 1 

* 258. Qmeratur Umrum varialilium x et y eiusmodi fimctio z, ut sit 

/dd8\ n fdz\ 

\dx^) X \dx) 

Posito = V sumtaque sola x variabili erit ■= ideoque 
= cuius integrate dat 

ds 
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lam iterum sola x pro variabili babita erit 

dg = y, 


cuius integrale completum est 

Gasu autem w = — 1 sen g||) = — (|i) erit 


/ dg 
\dx 


-f\y et g = lx-f\y-{-F\y. 


EXEMPLUM 2 

259. Quaeratur linarum mriaUUwn x et y enismodi functio z, ut sit 


(dds\ 

n (As\ 

\dxy 

X \dxJ 


a 

xy 


Posito = V sumtaque sola x variabili erit 


, nvdx , adx 

— — ^ 77 ? 

X xy 


quae aequatio per a;" clivisa et integrata praebet 

V a r dx — a ■ 

^ y J nx^y ‘ ^ 

sen 

\dxJ ny 

Sit iterum sola x Yariabilis, ut babeatur 

ctz = — + x^dxf\ y, 

ny 

prodibitque integrale completum 


^ Y: V + ^-.y. 

ny M + 1 
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EXEMPLUM 3 

260. Qmeratur Unarmt mridbilnm x et y eiusmodi functio g, ut sit 

== + 

Kdx^J oix-\-yy\dxJ 


X 

ay 


Posito ^-1^) == V erit sumendo y cortstans 

^nxvdx , xdx 


dv = 


+ 


xx + yy ay 
quae aequatio per (xx -j- yy)" divisa et integrata dat 


j_ r_ 

ayj (i 


xdx 


seu 


(xx + yyy ay J (xx + yy)’' 2(n — l) ay (xx + yy) 

■ _ \ + 

^ \dxJ 


-n~t + f-y 


Hinc sumto iterum y constante fit 




Casu, quo w = 1 seu 


erit 

hinc 

et 


/ dd0\ 

\M) 

j) r 

+ yy ~ ayJ a 


2x 


xx + yy 
xdx 


\dx/ ay 

-~l{xx + yy) + f:y, 


xx + yy ayj xx + yy 2ay 

(w) = ^ + yy^ + -\-yy)f‘y 

+ \a^(xx + 3i/?/)f : y + F:y. 
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PEOBLEMA 43 

261. Si g deheat esse eiusmodi fmctio Unarum varidbilium cc et y, ut sit 

ecsisfentibus P et Q functionibus guibuscunque datis omnium trium varidbilium x, 
y- et 0, indolem functionis 0 investigare. 

SOLUTIO 

Posita quantitate y constante erit 

/dd0\_dds , 

\dx^')~~d^ \dx)~ dx 

ideoque habebitur aequatio differeutialis secuudi gradus ad libtum praeceden- 
tem pertinens 

dd 0 = Pdxd0 + Qdx^, 

quae duas tantum variabiles x et 0 involvere est censenda, quia y in ea tan- 
quam constaus spectatur. Tentetur ergo integratio buius aequationis per 
methodos ibi expositas; quae si successerit, loco binarum constautium, quas 
duplex integratio invehit, scribantur ipsius y functiones indefinitae f\y et 
F : y, quae adeo discontinuae accipi possunt, sicque habebitur aequationis 
propositae integrate completum. 

COROLLAEIUM 1 

262. Reducitur ergo solutio buius problematis ad metbodum integrandi 
in superiori libro traditam, ubi functionem unius variabilis ex data differen- 
tialium secundi gradus relatione investigari oportebat. 


COROLLARITJM 2 

263. Quodsi ergo resolutionem omnium aequationum differentialiuin 
secundi gradus, quae binas tantum variabiles involvunt, bic nobis concedi 
postulemus, solutio nostri problematis pro confecta est censenda. 

Lbonhabdi Btjlbei Opera omnia Iis Inetitutiones calculi integralis 22 
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OOEOLLAEIUM 3 


264. Me non monente intelligitur eodem modo aequationem 



tractari oportere eiusque solutionem tanqnam confectam spectari posse, quae- 
cunque faerint P et Q functiones ipsarum cc, y et n. 


SOHOLION 1 


265. Ex solutionis ratione intelligitur problema naulto latius patens 
simili modo resolvi posse. Si enim formula quoinodocunqixe per quan- 

titates principales x, y, g ac praeterea formulam determinetur, ita ut 
etiam huius formulae potestates aliaeve functiones quaecuiique ingrediantur, 
solutio semper ad librum superiorem rev.ocabitur, quia ponendo y constans fit 



ideoque resultat aequatio differentialis secundi gradus formae consuetae dims 
tantum variabiles x et g involvens. Hoc tantum teneatur loco constantium 
per utramque integrationem ingredientium scribi oportere formas f:y et 
F: y. Satis igitur notabilem partem propositi nostri expedivimus, scilicet 
cum vel utcunque per x, y, g et vel utcunque per x, y, g et 
(^) determinatur; ibi nempe excluditur formula primi gradus bic vero 
formula Quae si accederet, quaestio liac metbodo neutiquam traetari 

posset, quemadmodum vel ex boc casu simplicissimo == intelligere 
licet, cuius resolutio maxime ardua est pntanda. 


SCHOLIOM 2 

dds trium formularum differentialinm secundi gradus 

(c(p) ac tertiam bactenus sim contemplatus, quatenus 

earum per reliquas quantitates determinatio resolutionem admittit metbodo 
quidem bic adbibita, superest, ut formulam quoque secundam con- 

siderenaus et, quibusnam determinationibus per reliquas quantitates x, y, g, 

(da) ’ (^) absolvi queat, investigemus, in quo negotio a casibus sim- 

plicissimis exordiri conveniet. 
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PEOBLEMi 44 


267. Si 8 eiusmodi deheat esse functio hinarum varidbilium x et y, ut fiat 
~ ^ existente P fmctione quacunque data ipsarum x et y, indolem 
functionis 8 generaliter determinare. 


SOLUTIO 

Ponatur (^) = v eritque (^) = (g) ideoque habebitur @ = P. 
lam spectetur quantitas x ut constans, ita ut P solam variabilem y contiueat, 
eritque dv = Pdy, uude in bypothesi quautitatis x constautis iutegraudo 
prodit 

ubi J'Pdy erit functio data ipsarum a? et y. Nunc porro spectetur x ut 
variabilis, y vero ut constans, ut adipiscamur banc aequationem differentialem 

d8 == dx J'Pdy + dxfix, 

quae integrata dat 

8 = fdxJPdy -\-f‘.x-\- F'.y) 

ubi cum babeantur duae functiones arbitrariae, id indicio est boc integrals 
esse completum. 

OOEOLLAEroM 1 

268. Si ordine inverse primum y, turn vero x constans posuissemus, in- 
venissemus 

= J Pdx f-y et 8 =Jdy JPdx 

qui valor aeque satisfacit ac praecedens. 

COEOLLAEIUM 2 

269. Patet ergo vel fore fdxf Pdy =f iy fPdx vel differentiam saltern 

exprimi per aggregatum ex functione ipsius x et functione ipsius y. Quod 

22 * 
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etiam inde patet, quod posito 

J'dx f Pdy =°f^yf ^ 

fiat ukinque P= (^)- 

COEOLLAEIUM 3 

270. Si sit P=0 seu debeat esse (^^)=0) reperitur pro indole 
functionis s baec forma z==f\x-{-F\y. 

SCHOLION 

271. Hie casus in doctrina solidorum frequenter occurrit. Si enim natura 

superficiei exprimatur aequatione inter ternas coordinatas x, y et u, erit 
soliditas ^^fd^xf udy\ quare si soliditas exprimatur per 0 , erit = if., 

ordinatae scilicet ad binas x et y normali. Turn vero si ponatur 

du =pdx + qdy, 

superficies buius solidi erit 

=fdxfdyV{l+pp-\-g[qy, 
quae superficies si exprimatur littera g, erit 

Quando ergo in nostro problemate eiusmodi functio g ipsarum x et y quae- 
ritur, ut sit = P, idem est, ac si quaeratur soliditas respondens super- 

ficiei, cuius natura aequatione inter ternas coordinatas x, y et P exprimitur. 
Exemplis igitur aliquot bunc calculum illustremus. 

EXEMPLUM 1 

272. Quaeratur hinarum varidbilium x et y eiusmodi functio g, ut sit 

+ ^y. 

Cum bic sit P= ax + §y, erit 

fPdy = axy + ^/3yy et fdxfPdy = ^axxy~\-^^xyy = ^xy{ax-t-l3y), 
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unde functio quaesita s ita exprimitur, ut sit 

^ + F\y. 

EXEMPLUM 2 

273. Quaeratur hinanm varidbilium so et y eiusmodi functio 0 , ut sit 

-»!/)■ 

Hie est P = l/(aa — 2 / 2 /), ergo 

J'Fdx ^ ooV(aa — yy), , 

ubi, qnia perinde est, a variabilitate ipsius x incipio. Hinc igitur fit 
f dyfPdx = xfdy'V{aa — yy) = ^xyViaa — yy) J 

ex quo integrate completum erit 

s == --xy'V{aa — yy) -\-~aax Ang. Bm.^ + f-.x + F:y. 


EXEMPLUM 3 


274. Quaeratur hinarum variabilium x et y eiusmodi functio 0 , ut sit 

/ dde \ a 

\dxdyt yiaa — xx — yy) 


Ob P = - 7 ; : erit 

y(aa — ajaj — 1/2/) 


- afdx Aug. 


aa — xx) 


Ponatur brevitatis gratia 




fix fPiy -aftpdx- a,x<p - afxdx(^; 


1 
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in hac enim integratione y pro constante habetur. Quare ob 


y 


erit 


y(aa — xx) 


sin. cp 


yx 


(aa — xx)i \dx 


= cos. 
\dxJ 


cp. 


y(aa — xX’— yy) 
yiaa 

^dg)" 


At vero est cos. cp = iAAT—AP — tVl Mncque 

]/(«»—• o; a;) 


\dx) 


yx 


et 


/*'*"(£) - !'/ : 
quo integrali invento erit 


(aa — xx) y{aa~ xx — yy) 
xxdx 


(aa ~xx)y{aa — xx~- yy) 


s = ax Ang. sin. 


y 


■ay 


> . ~ ■ ^ ^ j - 

y{aa — xx) J (aa~xx)y(aa — xx — yy) 

quae forma per integrationem evoluta reducitur ad banc 


xxdx 


-]rf\x + F\y, 


0 ■= ax Ang. sin. + ay Ang, 


y{aa~xx) 


sin. 


‘ a a Ang. sin. 


ooy 


y{aa — xx) {aa — yy) 


y{aa—yy) 


Formulae enim 


h 


aadx 


(aa — xx) y(aa'—xx — yy) 
integrale ita facillime elicitur. Ponatur 




erit XX 


y(aa — xx — yy) 

y constans per logarithmos differentiando 

dp^ pdp dp 

turn per illam formulam multiplicando 

dx dp 

y(^aa-xx-yy) l-\-pp 


I 
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Porro est aa — xx 


unde formula integralis fit 


f 

aadx 

f aadp aa 

f dp 

J (aa — 

xx) ]/(aa --xx — yy) J 

f aa+ppyy ~ yy j 

f aa , 

h W 

A.qi ‘ X'X' 


n 


= -y Aiig- tang. ^ 


a . , xy 

— Ang. taag. — 

y ayiaa — xx — yy) 

xy 


— Aug. sin. — - 
y y{aa—xx){aa--yy) 


PROBLEMA 45 

275 . Si & eiusmodi esse debeat functio himrum variahilimn x et y, ut sit 

(s|,)-'p(£)+« 

existentibus F et Q fmctionibus quibuscungue ipsantm x et y, investigare indolem 
functionis 0. 

SOLUTIO 

Ponatur at oriatur ista aequatio = Pv Q , quae continet 

quantitates x, y et v; statuatur ergo x constans eritque 

d,v == Pvdy + Qdy, 

quae per multiifiicata praebet 

Qdy + f'‘.x 

ideoque 

Nunc cum fiaec integralia determinate contineant x et y, spectetur y ut con- 
stans et sequens integratio praebet 

^ =/ ^/’•^ydx f rf^^^'Qdy +fef^^Hxf -.x + F-.y, 

quae integralia quo vis casu evoluta fiunt naanifesta. 
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OOROLLAEIUM 1 

276. Ad hoc ergo problema resol vendum per integrationem primo quae- 
rator It, ut sit J'Pdy == IB] deinde quaeratur S, ut sit J’ = S] denique sit 
J'BSdx == T, ita ut in illis sola quantitas y, hie vero sola x pro variahili 
habeatur. Quo facto erit nostrum integrale completum 

8=^ T-\-fBdxf:x + F:y. 

COEOLLARIUM 2 

277. Hie ergo functio arbitraria f:x in formula integrali est involuta; 
quae tamen si per applicatam curvae cuiuscunque respondentem abscissae x 
exhibeatur, hoc integrale jBdxf'.x pro quovis valore ipsius j/ seorsim con- 
strui poterit^ siquidem in hac integratione quantitas y ut constans spectatur. 

SOHOLIOH 

278. Eodem plane mode resolvitur permutandis variabilibiis x Qi ,y hoc 
problema, quo functio 8 quaeritur, ut sit 

dummodo P et ^ sint functiones ipsarum x Qi y tantum ipsam functionem 8 
non implicantes; solutio enim ita se habebit 

^ =fef^^«dyfe-P^«Qdx -j-fef^^>>dyf:y + Fix. 

Qum etiam utrumque problema latius extendi potest, ac priua resolutionem 
admittet, formula aequetur functioni cuicunque trium quantitatum 

> y {da;)> posterius vero, si aequetur functioni cuicunque harum 

trium quantitatum x, y et utroque enim casu res reducitur ad aequa- 
nem differ entialem primi gradus. Neque vero haec solvendi methodus 
Sttcceit, SI Utraque formula primi gradus (g) et (|i) simul iugrediatur vol 
SI functiones P et « etiam ipsam quantitatem * complectantui. 
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EXEMPLUM 1 

279. Qmeratur Unarum variaUlium x et y functio %it sit 

f dds \ n fd8\ .m 

\dxdy) y \dxJ ' x ' 

Sit = ^ + ^ spectata x at constante erit 

nvdy . mdy 

v~— 

unde per i/" dividendo prodit 

V m r dy —m if'. 

2 /" X J y" (« — ■+■ / ■ 


ita ut sit 


v^{ 


d0\ 


•my 


-\ry^f'\x; 


^.dooJ (n — l)co 

sumatur iam y constans et denuo integrando obtinetur 

^ + 2/Y: cc-{-F\y. 

EXEMPLUM 2 

280. Quaeratur Unarum variaUlium x et y functio s, ut sit 


/ dds \ _ y fds\ a 
\dxdy) xx-]-yy\dx)'^xx-\-yy 


Posito (ll) = et sumto x constante erit 


O'*!'- 


xx + yy ' XX -{-yy 
quae aequatio per y(xx + yy) divisa dat 


Vixx + yy) ^f{xx + yy)i xxYixx + yy) 

v = (p) =^-\-V(xx + yy)‘f-.x; 
\dx/ XX ' '' 


dy 


ay 


Ergo 


+ 


Leonua.rdi Etti^EBi Opera omnia I is Institntionea calculi integralis 
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sit iam y constans reperieturque 

ubi quidem integrale 

J f: xdxy{oox + yy) 

ob functionem indeterminatam f:x, etsi y constans ponitnr, in genere ex- 
primi nequit, ita nt explicate per y et functiones ipsius x exMberi possit. 

SCHOLION 

281. Formula ergo secundi gradus non tarn largam casuum reso- 

lubilium copiam admittit quam binae reliquae et , cum in Ms 

solutio succedat, etiamsi ipsa quantitas z quoque in earum determinationem 
ingrediatur, quod Me secus evenit, cum metbodus non pateat huiusmodi 
aequationem quando litterae P et ^ quantitatem s con- 

tinent, resolvendi; neque etiam solutio locum babet, quando praeter formulam 
primi gradus simul quoque altera adest. Interim tamen dantur casus, 
qmbus solutiones particulares exbiberi possunt eaeque adeo infinitae, quae 
iimctim sumtae solutioni generali aeqmvalere videntur, etiamsi in appbeatione 
ad usum practicum parum subsidii plerumque afferant; formas tamen bmus- 
modi solutionum notasse iuvabit. 


PROBLEMA 46 

p 

282. Si,z eiusmodi debeat esse functio binarum variabilium x et y, ut fiat 
{dxl^ = indolent hums functionis z particulariter saltern investigare. 

SOLUTIO 

Cum quantitas s unam ubique teneat dimensionem, evidens est, si statu- 
atur z = e^q, quantitatem exponentialem ex calculo evanescere. Ponamus 
igitur z == e“^ Y, ita ut Y functionem ipsius y tantum continent, eritque 



222^223] DE tlHA I'QS.MtTLA, SEOUNDI SE.ADti'S PER RELlQUAS QUAPfTITAf ES DATA 1?9 


unde fit 


ay 


udY , , — 

“Y" = et Z = e “ , 


sicque iam solutionem particularena habemus 


s = Ae 


aa;-}- 


ay 


quae autem satis late patet, cum tarn A quam a pro lubitii assumi possit* 
Plures autem valores ipsius ^ seorsim satisfacientes etiam iuuctim sumti 
satisfaciunt, unde huiusmodi expressionem multo geueraHorem deducimus 


, a T . 

Ae ^ Be ^ 


yx^--~y + 

+ C/e ^ + J5e + etc.; 


ubi cum A, B, C etc., item a, /3, y etc. omnes valores possibiles recipere 
queant, baec forma pro maxime universali est babenda neque, si ad ampli- 
tudinem spectamus, quicquam cedere videtur superioribus solutionibus, quae 
binas functiones arbitrarias involvunt, propterea quod bic duplicis generis 
coefflcientes arbitrarii occurrunt; interim tamen baud bquet, quomodo func- 
tiones discontinuae bac relatione repraesentari queant. 


COEOLLAEroM 1 

283. Pro solutione ergo particulari invenienda sumantur bini numeri 
m et n, ut eorum productum sit mn = a, eritque ii = Atque etiam 

ex iisdem numeris permutatis erit = J.e’‘ 


COEOLLAEIUM 2 

284. Ex tali numerorum m et n pari, ut sit mn = a, solutiones quoque 
per sinus et cosinus exbiberi possunt; erit enim 

z — B sin. (mx — ny) vel e = B cos. (mx — ny) 

vel etiam permutando 

z = Bsin.(nx — my) vel z = Bcos.{nx — my). 


23 * 
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COEOLLAEIUM 3 

285. Cum igitur huiusmodi formulae iunumerabiles exhiberi queant, sin- 
giilae per constantes quascunque multiplicatae et in unam summam collectae 
dabunt solutionem generalem problematis. 


SOHOLION 

286. Neque tamen baec solutio, etsi infinities infinitas determinationes 
recipit, ita est comparata, ut eiusmodi solutionibus, quae binas functiones 
arbitrarias involvunt, aequivalens aestimari possit; propterea quod non patet, 
quomodo singulas litteras assumi oporteat, ut pro dato casu, verbi gratia 
2 / == 0; quantitas ^ vel seu datae functioni ipsius x aequalis evadat, 
cuiuscunque etiam indolis fuerit baec functio. Semper autem solutio gene- 
ralis duplicis buiusmodi determinationis capax esse debet. 

Quando autem talem solutionem impetrare non licet, utiqne eiusmodi 
solutionibus, uti Me invenimus, contenti esse debemus. Ac tales quidem 
solutiones simili mode obtinere possumus, si proponatur eiusmodi aequatio 



si modo litterae P, Q, E denotent functiones ipsius x tantum. Posito enim 
^ = ut X sit functio solius x, ob 


erit 


unde reperitur 





adX PdX 
dx dx 


-\-aQX-\- BX = 0, 


dX —dx(aQ + B) 

X ~ a + P ’ 


sicque elicitur pro quovis numero a idoneus valor ipsius X. Quare sumen- 
dis infinitis numeris a boo modo expressio infinities infinitas determinationes 
recipiens colbgitur 

^ = Ae‘‘«X + Be^'^X' + (7e’'^Z"+ etc. 

Yerum tamen dantur etiam casus eiusmodi aequationum, quae solutiones 
vere completas admittunt, quarum rationem in sequente problemate indagemus. 
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PEOBLEMA 47 

287. Proposita aeqmtione resolvenda 

+ -^(£) + ^ (Ij) + + 'S'= 0 

imestigare, cuiusmodi fmcUones ipsarmi x et y esse debeanf quantitates P, Q, P 
et 8, ut Jiaec aeqaatio solutionem vere completam admittat. 


SOLUTIO 

Sit Y functio quaecunque ipsarum a? et ac ponatur g=e^'V, ita ut 
iam V sit quantitas incognita, cnius valorem investigari oporteat. Cum igitur sit 



facta substitutione totaque aequatione per divisa prodibit sequens aequatio 



Efficiendum iam est, iit liaec aequatio resolutionem completam admittat; cum 
igitur ante viderimus talem aequationem 



e-''^ = 0 


generaliter resolvi posse, qualescunque etiam functiones ipsarum x et y pro 
[T], S et F accipiuntur, ad hanc aequationem illam redigamus. Necesse 
igitur est statui 
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Cum igitur per § 276 reperiatur 


V j' 8dy + J' x F:y, 

erit aequationis propositae 

(3^) + ^(s) + «(|) + «* + «-»- 

si mode litterae P, Q, E assignatos teneant valores, integrale completum 

^ J"e~ dx J' Sdy -j- e'' J‘e~d'^^^dxf\ x + e^Fi y, 

quandoquidem hie formae f\x et F'.y functiones quascunque ipsius x et 
ipsius y denotant. 

COEOLLAEIUM 1 

288. Quaecunque ergo functiones ipsarum x et y pro litteris T et 7 
accipiantur, inde oriuntur valores idonei pro litteris P, Q, E assumendi, ut 
aequatio resolutionem completam admittat; functio autem 8 arbitrio nostro 
relinquitur. 


COEOLLAEIUM 2 

289. Possunt etiam in aequatione proposita functiones P et Q indefinitae 
relinqui eritque turn 


r et Q = -/..(f) ave (|S-) = -(f)> 

unde tantum quantitas E ita determinari debet, ut sit 
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COROLLAEIUM 3 

290. Quia hie pro J' Qdx scribi potest j^Qdx Y denotante Y functi- 
onem quameunque ipsius y, dh V= — J^Qdx — Y complete integrabilis erit 
haec aequatio 

cuius integrate est 

-fddx-T 

s = e V 

existente 

existente 
ac propterea 

f Tdy =fPdy -f Qdx — Y, 
unde valor ipsius v facile definitur. 

SCHOLION 

291. In hoc calculo, quo differentialia formularum integralium capi opor- 
tet, dum alia quantitas variabilis assumitur atque in integratione snpponitur, 
haec regula est tenenda, quodsi fuerit V=f Qdx, fore (^) 

enim sit (^)-Q, erit = Q • Quodsi ergo statuatur @ = erit 

© = © 5=Q=/^^®(^);iindevicissimcolligitur,sifueritS'=/(^a:@ 
fore ob fSdy^V integrando f8dy=fQdx] quod cum ex principiis ante 
[§ 60 et 51] stabilitis per se sit manifestum, non opus esse iudico pro hoc 
quasi novo algorithmi genere praecepta seorsim tradere. 

Videamus autem in aliquot exemplis, cuiusmodi aequationes ope huius 
method! complete resolvere liceat. 

EXEMPLUM 1 

292. Proposita aequatione differentio-differentiali 
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definire indolem functionis B, Tiaec aequatio resolutionem admittat existente 8 
functione qmcmque ipsarum x et y. 

Cum sit P=a et Q = h, erit B = ah et V= — hx', tuto enim functio 
Y omitti potest, quia in sequente integrations iam binae functiones arbitra- 
riae introducuntur; erit T=a. Unde posito ^ = habebitur haec aequatio 




ac posito == u fit 

et snmto x constants 
ergo 


du 

dy 


+ au + e^'^S^O 




~J^e‘^y+^-8dy + f':x, 

= == — e^'-^^'^Sdy + e-“Y' : a; 

et sumto iam y constants 

i; = _ 6-“!' J^dxf e“='+ + e-^Y: cc + F:y 
STimendo J^dxf':x = f:x. Quodsi iam pro e~'’'‘f:x scribatur f’.x, erit 
^ = — ix f e'^’^+^^Sdy + e""*'/’: a? + : y. 


ALITEE 

Si sumsissemus V=== — l)x — ay, prodiisset T==a — a==0 ideoque posito 
^ qnantitas v ex bac aequatione 



definiri deberet, quae dat 

et 

^ = e-**- fdxf i^+^^Sdy ^f-.x^F\y), 
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quae forma simplicior est praecedeute, etiamsi eodem redeat, estque hoc inte- 
grale completum aequationis 



■i- S =0. 


EXEMPLUM 2 

293. Proposita aeguatione differentio-differentiali 

(i^) + f(s) + |(|) + ^^+«=o 

definire indolem funotionis M, ut liaec aequatio resolutionem admittat existente S 
functione qmcunque ipsarum x et y. 

Cum sit ■? = ” ef Q = ei'it V= — llx — Y hincque i? = ~ et 
aequatio integrabilis erit 

( 1 ^\ + « , 1 ^ ^ I 5 _ 0 . 

\dxdy)^y\dx)^x\dy)^xy^ 

Quoniam igitur fit 



sumamus F== + T=0, ac posito 

quantitas v ex hac aequatione definiri debet 


unde fit 



0 , 


= — x^fif8dy + f':x et v = —f x^dxfy‘^8dy f: x + F : y 


ideoque 


— / x^dx fy'^Sdy + f:x + F-.y 


Leonhardi Euleri Opera omnia Iis Institntiones calculi integralis 


24 
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SCHOLION 1 

294. Hinc igitur patet hanc aequationem ope istius methodi in genere 
integrari posse 

(£|) +^(£) + «(g) +(^« +(f ))^+®=“- 

qnaecuiiqne functiones ipsarum x 6\> y pro P, Q et S accipiantur. Ac reso- 
lutio quidem ita se habet, ut posito £( = baec quantitas v deter- 

minetur hac aequatione 

(^) + ) - f)(£) + 

nbi iam pro T tabs fnnctio ipsius y accipi potest, ut huius aequationis forma 
simpbcissima evadat, id quod potissimum evenit, si expressio 



ad nihilum redigi queat. In genere autem reperitur 

f = — y’ J" sfp^yggy _|_ J ' ^ J 

qui valor ergo per multiplicatus praebet formam functionis Hoc 

modo autem functio T ab arbitrio nostro pendens penitus e calculo egredi- 
tur fitque 

quod est integrale completum buius aequationis 

(1^) + ^ (£) + e Q + (^ e + (f ))^ + s = 0- 

SCHOLION 2 

295. Permutandis autem variabibbus x et y etiam baec aequatio com- 
plete integrari potest 
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cuius integrale erit 

ubi praecipue hie casus in utraque forma contentus notari meretur, si fuerit 
P == Y ©t ^ = X existente X functione ipsius a; et X ipsius y tantum; turn 
enim huius aequationis 

integrale completum erit 

^ = _ e-f^^‘°-f^^'-'fef^^Hxfef^^^Sdy + a; + X:2/), 

quod etiam ita exhiberi potest 

^/xd^+fT^vg ^f-,x-\-F\y —f if^^^dx f if^^^Sdy 
vel etiam hoc modo 

^fxa.^fYdy^ = /•: a; 4- X : 2 / — / i-f^^Hy f ^/^^^Sdx. 



24 * 



CAPUT III 


81 DUAE VEL OMNES EOEMULAE 8E0OTDI GEADUS 
PEE EELIQUAS QUANTITATES DETEEMINANTUE 

PEOBLEMA 48 

296. Si g eiusmodi debeat esse fmctio ipsarum x et ii, ut fiat (i^ — aa 
^naolem funcuoms z deter'tmnare. 


SOLUTIO 

Introducantur binae novae variabiles t et u, nt sit 
t = ax-\-^y et u = yx + dyy 

atque ex § 233 omnes formulae differentiales sequentes mutationes subibunt 


\dx) 


f d^\ 
\dtJ 


^ \dM/’ \dy} ^\dt}~^ 


du 


("HSi) ~ + (“<> + + r* (^)- 


/ddis 

\du^ 


nnde nostra aequatio transibit in banc 


(W - «»<*«)(^') + 2(/3# - ayaa){^) + (M - rr‘“^){^) - 0. 
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Ponatur ergo 


seu 


/ 3/3 = aaaa et SS = yyaa 
a = 1, y—l, I3 = a et d == — a, 
ut binae formulae extremae evanescant, quod fit ponendo 

t = X ay et u = x — ay, 


eritque 




unde per § 270 colligitur integrale completum 

g = f‘.t~\-F‘.u 

ac pro t Qi u restitutis valoribus 

s = f\{x-\- ay) -\- F\{x — ay),. 
quae forma manifesto satisfacit, cum sit 

© + ^y) + - ^y)> © = ■{x + o-y)~(^F'-.{x- ay), 

= f : {x + ay) + F " : {x - ay), = aaf " : {x + ay) ■FaaF"\{x- ay). 


COROLLAEIUM 1 

297. Yalor igitur ipsius « aequatur aggregate duarum functionum arbi- 
trariarum, alterius ipsius x-\-ay, alterius ipsius x ay, atque ambae hae 
functiones ita ad arbitrium assumi possunt, ut etiam fuuctioues discoutinuas 
earum loco capere liceat. 

COROLLARIUM 2 

298. Pro lubitu ergo binae curvae quaecunque etiam libero manus tractu 
descriptae ad hunc usum adbiberi possunt. Scilicet si in una abscissa capia- 
tur == ir + ay, in altera vero abscissa =^x — ay, summa applicatarum semper 
Talorem idoneum pro functioLe ^ suppeditabit. 
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SCHOLION 1 


299. Hoc fere primum est problema, quod in hoc novo calculi genere 
solvenduna occurrit; perduxerat autem solutio generalis problematis de cordis 
vibrantibus ad hanc ipsam aequationem, quam hie tractavimus. Celeb. Alem- 
BBRTus, qui hoc problema primus felici successu est aggressus, methodo sin- 




gulari aequationem integravit; scilicet cum esse oporteat 


' a 


/dds\ 


•IT 7 I T • 1 -f ^ \dx^J ^ 

sito dn =pdx + qdy indeque dp == rdx + sdy et dq = sdx + tdy ilia aequatio 
postulat, ut sit t = aar. Consideratis porro istis aequationibus 


dp Tdx "i" sdy ^ ■ dq == sdx "j— cicLTdy 


elicitur combinando 


seu 


adp dq~ aridx -h -|- s(ady dx) 
adp dq = (ar -|- s)(dx -j- ady) , 


unde patet ar + s functioni ipsius x-\- ay aequari debere, ex quo etiam ap q 
tah functioni aequatur. Atque quia a aeque negative ac positive accipi potest, 
habentur duae huiusmodi aequationes 


an 


•y), 


y Su/" : (x -f- ay) et q — ap =: 2aF ' ; (x 

unde colligitur 

q^af-.(x + ay) + aF':(x~ay) et p == f : {x + ay) - F' -.(x - ay), 
hineque aequatio ds =pdx + qdy sponte integratur fitque 

z = f: {x -f ay) — F:{x — ay). ' 

Hoc modo sagacissimus Yir integrate completum est adeptus, sed non animad- 
vertit loco functionum harum introductarum non solum omnis generis func- 
lones contin uas, sed etiam omni continuitatis lege destitutas accipi licere.^) 

aequationis He traetatae dedit pro casu «=1 in Oommentatione: 

de Pacad. d. sc. de 

nat.iiram w ’ +• solutionis formam evolvens animadvertit 

t lam problematis chordae yibrantis postulare, ut loco functionum arbitrariarum in solutionem 
untmm caperentur non solum functiones continuae, id est per operationes analyticas (§ 301) 
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SCHOLION 2 

300. Cum plurimum intersit in hoc novo calculi genere quam plurimas 
methodos persequi, ab aliis solutio nostrae aequationis ita est tentata, ut 
ponerent = unde fit primo 

/ ddg \ , /ddg\ 

\dxdy) ^\dx^)’ 

turn vero 

\dy^J \dxdyJ 

ex quo colligitur 

Evidens ergo est pro nostro casu capi debere kh^aa seu /s = + «• Sit 
ergo k = a et ob Q = flet 

hincque manifestum est fore 0 = f:(x-\-ay) et ob a ambiguura, quoniam 
bini valores seorsim satisfacientes etiam iuncti satisfacient, concluditur ipsa 
solutio inventa. 

Hoc etiam modo negotium confici potest. Statuatur 


/dd0\ 

fddg\ 

/ ddv \ 

\df) 


KdxdyJ 


conflatae, seel etiam discontiniiaej scilicet tales, quae curvis libei’O manus ductu descriptis reprae- 
sentarentui- (§ 37). Yide eius Oommentationem 119 (indicis Ei^ESTROEMxiNi) : De vihratione 
cJiordanm exerciiatiO^ Nova acta erud. 1749, p. 512, cum versione Fraucogallica (Commen- 
tatio 140 indicis Enestiioemiani): Sw* la vibration des cordes^ Mem. de Taoad. d. sc. de Berlin 
(1748), 1750, p. 69; Leonsardi Euleri Opera omnia^ series 11, vol. 8. Quod cum Alembertus 
non vellet concedere, sed assidue affirmaret functiones eas expressione aualytica definiri debere, 
controversia orta est, quam Eulerus significat. in § 37, p. 36 buius volnminis. Postea contro- 
versia ilia renovata est, cum Daniel Bernoulli dedisset solutionem plane novam conflatam ex 
iufinitis solutionibus particularibus per sinus et co sinus angulorum multiplorum expressis. Quae- 
stiones hoc modo in medium prolatae saepe et diu agitatae sunt inter geometras XYIIL saeculi^ 
sed earum resolutio saeoulo demum sequente est inventa, scilicet in doctrina general! serierum 
trigonometricarum a Fourier inaugurata. Cf. Leonmardi Euleri Opera omnia vol. citatum, et 
H. Burkhardt, EntiuicMwigen nacli oscillirenden Ewictionen etc.} Jahreaber. d. Dtseb. Matbem. Yer. 
Bd. X, Heft 2, p. 10--47, Leipzig 1908. F. E. 


\ 

9 
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eritque 

Inventis nuuc formulis primi gradus et ob 

habebimus bas aequationes 

ex quarum combinatione colligimus 

dv + adg ^ (dx + + a(^)) 

bincque 

V as = f\(x -{- ay) et v — as = F:(x — ay) , 
sicque pro s eadem forma exsurgit. 

Methodus vero, quam in solutione sum secutus, ad naturam rei magis 
videtur accommodata, cum etiam in aliis problematibus magis complicatis in- 
signem utilitatem afferat. 


SCHOLIOF 3 

301. Nostra autem solutio hoc habet incommodi, quod pro hac aequatione 

fdds\ , (dd8\ „ 

ad expressionem imagihariam deducit, scilicet 

s = f\{x-\-ayV—l) F\{x~ ayV—iy, 

quoties autem functiones f F sunt continuae, cuiuscunque demum fuerint 
indolis, semper earum valores ad banc formam P+<3y — 1 reduci possunt, 
unde sequens forma ex ilia facile deducenda semper valorem realem ex- 
bib ebit 

z==^f:{x^ayy~l) +^ 1 /’; (x — ay-]/—!) 
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pro cuius ad realitatoiu reductiouo notasso iuvabit posito 

X = s cos. (p et ay ~ s sin. w 

fore 

(a? + ayV — 1)” = s”(cos. ncp + / — 1 ■ sin. W9?). 

Quare quoties functiones propositae per operationes analyticas sunt conflatae, 
hoc est continuae, earum valores realiter per cosinus et sinus angulorum 
multiplorum ipsius cp exhiberi possunt. Quando antein functiones illae sunt 
discontinuae, talis reductio neutiquam locum habet, etiamsi certum videatur 
etiam tunc formam allatam valorem realem esse adepturam. Quis autem in 
curva quacunque libero manus ductu descripta applicatas abscissis 

X ayV — 1 et x — ayV — 1 

respondentes animo saltern imaginari ac summam earum realem assignare 
valuerit aut differentiam, quae per V—l divisa etiam erit realis? Hie ergo 
baud exiguus defectus calculi cernitur, quern nullo adhuc modo supplere licet; 
atque ob hunc ipsum defectum huiusmodi solutiones universales plurimum de 
sua vi perdunt. 


PEOBLBMA 49 

302. Proposifa aequationc = PP inguirere, quales functiones 

ipsarum x et y pro P assumere liceat, ut integratio ogje reductionis succedat. 

SOLUTIO 

Eeductionern hanc ita fieri assumo, ut loco x et y binae aliae variabiles 
t et intro ducantur, qua substitutione secundum § 232 in genere facta prodit 
haec aequatio 



lam relatio inter binas variabiles t, u et praececlentes x, y eiusmodi statuatur, 


Leonhaudi Euleui Opera omnia Iis Institutiones calculi integralis 
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ut binae formulae (^Pj et ex calculo egrediantur, id quod fiet ponendo 

Turn autem exit 

fddf\ p/ ddif \ fdF\f dt\ 

\dyv \dxdy) \dy)\dx)’ 

at cum sit indidem 

/ ddt^. ■p/ddt\ fdF\fdt\ 

\.dxdy) Wjcv \dx)\dx)’ 



similique mo do sumendo P negative 



Quibus substitutis nostra aequatio banc induet formam 



\dy}. 

)(£) 

fd0\ 

\dt) 

'+(■ 

+ (f )) 

1 / d0 

\dxJ \dit 


— 

4PP( 

' dA 
<dxJ 

/ du\ 
\dx) 

\Mdu) ’ 



quae cum imicam formulam secundi gradus contineat, integrationem ad- 

mittit, si vel vel j e calculo excesserit, Ponamus ergo insuper 



qua aequatione indoles quaesitae functionis P definitur; 
integranda per 2P(|j) divisa erit 


quo facto aequatio 



cuius integrals posito = v fit 


2lv = 




Yerum prius ipsam functionem. P per a; et y deflniri oportet. 
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Cum sit (^) =pg), erit 

hincque ponendo brevitatis ergo (^) =i5 fit dx-=^ — Fdy atque 

x = — Py+f dP(y + j)- 
Statuatur ergo y ^ = f':P ac reperitur 


et 


!>■■ 


dP 


X -(- Py ^f'.P 

1 


dx) f':P — y 


ac 


\dvJ f:. 


\dyj f:P — y' 

unde ratio determinationis quantitatis P per a; et deflnitur. 

Pro novis autem variabilibus t et u ob = — P(j^) erit 




et ob X 


- P^/ + f : P fit 


dt 


dt 

dx 


{dPr-.P-2Pdy - ydP) = 


VdrrAyp' yp^’ 

cuius postremae formulae cum integrale sit p^f'-P — erit 

Deinde ob (^“) - P(‘J|-) habetar 

d«_(||)(r:P-y)iP, 


ideoque 


quare u aequabitur functioni ipsius P. In hoc autem uegotio fuuctiones 

26 * 
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guascunque accipere licet, quia sequente demum iutegratione universalitas 
solutionis obtinetur. Quare ponamus 


f^f.F-iyVP 


et M = P 


esistente x Py = f'.P. 

Denique ad ipsum integrate inveniendum, quia est 


21 


d0 

du 


^ Hi) ’ 


in qua iutegratione u seu P sumitur constans, per superiora est 

= dPf '\ P — 2Pdy — ydP = — 2Pdy 


di 
^ dt ' 


fdt\ 

\dx) 

ob P constans et = 


21 


seu 


hincque porro 


(li) -/ mi-s -nr-p-v) + 21F:P 

s=^fdP{r:P- y)F:P 


sumendo Me t constans. Cum igitur sit 


ideoque 


1 fdPf,. 

2ypJyp' " 


2]/p’ 


2]/pP]/p' ‘ 


21/P’ 


unde conficitur 

yjgr.p- yvHjy^F-.p 


+ *d/fpC;p-2i/yp), 

quae oxpressio duas contiuet fuiictiones arbitrarias et 
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at 


COROLLARIUM 1 

303. Primum huius formae membrum ita transformari potest 

P==fdPVp.f":P, 

unde primum membrum erit 


OOKOLLARIUM 2 

304. Cum autem hoc primum membrum sit functio iudefiuita ipsius P, 
si ea indicetur per il: P, erit 


dP^,jy dPn':P 
yp'^'' ~ fdPyP-f'-.P’ 

uude forma integralis fit 


n-.F+ 0:{f^lr:F-2,jVp) + {Jgr-P-iyVF)/-, 


dPn'-.p 


yp 


2fdPyP-f":P 


COEOLLAEIUM 3 

305. Solutio magis particularis uascitur sumendo n:P=0 hincque 
aequabitur functioui cuicunque quantitatis J‘~f\P—2yyP, quae ob 
X + Py = f'-P per a; et ^ exhiberi censenda est. 


SCHOLION 

306. Quanquam hie eadem methodo sum usus atque in problemate prae- 
cedente [§ 296], tamen, quod mirum videatur, casus praecedentis problematis, 
quo erat P = a, in hac solutione non continetur. Eatio huius paradoxi in 
resolutione aequationis = P(^) 6st sita, cui manifesto satisfacit valor 
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P=a, etiamsi in forma inde derivata x-{-Py = f\P non contineatur. 
Hie scilicet simile quiddam usn venit, quod iam supra observavimus, saepe 
aequationi clifferentiali valorem quendam satisfacere posse, qui in integrali 
non contineatur, veluti aequationi dyV(a — = clx satisfacere videmus va- 

lorem x — a, quern tamen [forma] integralis y—C — 2]/ (a — x) excludit. 
Quare etiam nostro casu valor P= a peculiarem evolutionem postulat in 
priore problemate peractam. 

De reliquis, ubi pro f\P certa quaedam functio ipsius P assumitur, 
exempla quaedam evolvamus. 


EXEMPLUM 1 


307. Siimto /’:P=0, ut sit P= — ~ , integrale completwn hums aequationis 

fdtlg\ ocxfddz\ 

\dy'^) yyXdx^J 

investigare. 

Cum sit f:P=0, solutio inventa ob /’^^/'':P== P praebet 

’P:P+ <P-.{C—2yVP). 




yp 

dP 

yp- 


Statuatur F:P= II-.P prodibitque 


z = ~yVp- n-.py- cp: yyj\ 


Restituatur pro P valor — F et ob y]/p = y — xy imaginarium ]/ — 1 in 
functiones involvendo erit 

^^Vxy -n-.j-y ^‘.yxy, 

quae forma facile in banc transfunditur 


^^dcr-. j-y 0:xy, 

ubi denotat functionem quameunque homogeneam unius dimensionis 

ipsarum x et y. 


l) Vide Insiitutionum calculi integralis vol. I, § 546, Leonbardi JEuleri Opera omnict, 
series I, vol, 11, p. 346. P. E. 
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Resolutio 

autem 

instituetur loco x et 

y has 

novas 

variabiles t et u 

introducendo, 
t = 2 Vxy et u 

ut sit 

X 

~ y' 

/= (7—2]/— 
unde fit 

xy et 


- vel 
y 

etiam simplicius 


\==.yi 

fdt\ 

Yx 

/ cic? A 

—Vy 

fddt\ 



yx 

^dxj 

Yy’ 

^dx^'~' 

2xYx 


2yYy’ 

/ 

\dx) 

1 i 

/ diC\ 


/ddu\ 

= 0, 

fddu\ 


"" y ’ 

\Fy) 

1 

yy ’ 

\dxy " 

\df) 



et ob PP == “ aequatio proposita banc induit formam 
yy 

0 ixyos/dd^ \ „ 

\dt)~' y^\du) yyyfyKdtdu) 

Nunc cum sit ttu = Axx et x = ~tVu atque y = ^~, habebimus , 

^ 2yu 

Zuudde\ dds\ ^ f( ^ 

tt \diu . t ydtdu) \du) \dtdu) 

Fiat T-it si’t sumto ti constante ergo 

<u == Sit iam t constans fietqne 

g^-tf:u + F:t = 2Vxy-f-A + F\Vxy 

ut ante. 


COEOLLARIUM 

308. Qnemadmodum autem expressio inventa e = xr:j+0:xy satis- 
faciat, dilferentialibus rite sumtis perspicietur 



+ 



~ + 2 / 0 ': xy, 



— XXj^, 

yy 


X , 

X 6 : xy, 


uiiuw purru 


/dde\ 


2 

y 


r':- + 

y yy 


r"-.^ + yy&'-.xy 


■d^\ ^ ‘^x j./ . £ I ^ p". ^ _j_ a;a; 0" : xy. 

.di/' y^ ' y ^ y y ' 


et 
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EXEMPLUM 2 


309. Sumto f\F=Ya> 

PP=2aPy -\-2ax et P = ay -\-']/(aayy -\-2ax), 


huius aequationis 


= i^aayy + 2ax + 2ayV(aayy + 2i 


integrale comjplefum invesfigare. 


Cum sit f:P = ^, erit/’':P=— et 


f : P = fi dPVP = Pl/P, 
J VP J a 3a ’ 


unde forma generalis supra [§ 302] inventa abit in 


I p. 73 1 fpyp 






statuatur 


/' /JV 

/ F\P = n:P-, 
J Vp 


erit dPF : P = cIPVp JI'-.P atque 


JPiFn-.F + dX? -,yp) 7 /:P+ 7 .:(.'A;?_,-|/p). 


(FVr 


Est autem 


3 a y~ - / y-y\ Viy y + -^ ) ; 


quarum foimularum evolutio deducit ad expressiones nimis perplexas. At 
substitutiones ad scopum perducentes sunt 

t = ~^PVP-2yyP et u = P. 
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COEOLLARIUM 

310. Si pro solutione magis restricta ponatur i7:P=P”“'^, erit 


hincque colligitur 


^ (n + l)a^ ^ 

Sit n = l et functio fp evanescat; erit 


i7':P==(% — 


;S! = — PP — Py = X‘, 
2a ^ ’ 


at casus n — 2 dat 


= ™P''— PV = ^axy + ~P{2x + ayy) 


-^aay^ + 2axy + ^(ayy + 2x)V(aayy + 2a!r). 

o o 


SCHOLION 


311. Forma integralis inventa [§ 302] sequenti modo simplicior efflci 
potest. Ponatur J^^F'.P = n\P\ erit 

F\P=yp-n'\P 

eritque omittendo postremum membrum 




quod nulla reductione indiget, 


= Jdp{yp- r-.P- I f ^-| f : p) i7': P + \n-.pj^f-.p - yVP- iJ: P; 




unde fit 

,^fn':PdPyP-r:P+jfn-.P^r:P-yVP-n-.P. 

LifiONHARDi Euleri Opera omnia Iis Institutiones calculi integralis 
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Porro est 

f IPn': P VP-f: P^ n-.pyp-f'-.p -f n\ : P-pdP f/p . /■": p'J 

ideoque 

z=^n-.pyp-f\P -f dPn: pyp-f'-.p-yyp-n-.p] 

statuatur porro 

fdpn\pyp-f”-.p= Q\P\ 

erit 1I:P=- .^ - ei 

yp-f'-.p 

’‘-y~{f'-P-l)-e-.F+‘l--{J~r-.F-iyVp), 


quae forma sine dubio multo est simplicior quam primo inventa. 


PROBLBMA 50 

312. Proposita aequatione 



invenire casus quantitatum P, Q, P, quihus integratio ope redttctionis ante ad- 
hibitae succedit. 

SOLUTIO 


lutroductis binis novis variabilibus t et habebimus [§ 232] 
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Statu amus ergo iit ante 



( 

'dt\ 


et 

/diC' 

) 

-p fdiC\ 

1 , 



\dy) 

, \dxJ 

\dy.' 


\dx) 

1 3 

unde fit 











1 

f ddf\ 
\dxdyJ 

jjfddt 

\dx^ 

) + 

/dP^ 

\dx/ 

)© 


et 










/ddt\ 

\df) 

= 


4-P( 

-)( 

dx)^ 

^dt\ 

\dx) 

. / dP\ fdt\ 
+ \^)\dx) 

atque 










(ddu^ 

\dy\ 

) = 

■p-p/ddu'' 

) + P( 

'dP\ 

.dx) 

fdu\ 

\dx) 

\dy) 

/d%i\ 

\dxJ 


et aequatio resolvenda erit 


0-(p( 

^dP\ (dP\ 
\dx ) ~' \dy ) 

+ FQ+Pj 

\dx/ 

\dt) 


fdu\ 

\dxJ 

f dd^ ' 
\dtdii. 

+ (pl 

fdP\ fdP\ 
\dx ) \ dy ) 

'-pq-©b) 

fdu\ 

{A 

\duJ 

I- 




lam evidens est integrationem institui posse, si alterutra formula vel 
ex calculo abeat. Ponamus ergo esse 


et aequatio resultans per divisa fit 

o-K^«+(f))(s)-^^^(s) (!;!)■ 

Fiat = v] erit 

(p«+(f)).-2Pp(£)(|) = 0; 
sumatur t constans, ut flat 


ubi necesse est, ut quantitates JP, Q, et per novas variabiies t et w 

2C* 
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exprimantur. Has ergo primum definiri convenit. Cum sit 



erit 

+ et du-(^)(dx-payy, 

sunt ergo et @ factores integrabiles reddentes formulas dx -f Pdy et 
dx — Pdy, non enim opus est, ut hinc valores t et u generalissime definian- 
tur. Sint p Qi q tales multiplicatores per a; et ?/ dati eritque 

t=fp{dx + Fdy) et u J'q(dx — Pdy) , 

unde superior integratio fit 

1 . _(?«+©)'*“ 

V 2 PPq ’ 

in qua integratione quantitas t p(dx + Pdy) constans est spectanda. Sen 
ob dti = q(dx — Pdy) erit 

V 2 PP 

Yerum ob dt = 0 est da; = — Pdy, ita ut prodeat 

?=-t(pe+(p, 

ubi ob t constans et datum per x et y valor ipsius x per y et t expressus 
substitui potest, ut sola y variabilis insit, et invento integrali 

erit v = F/"; ^ . Nunc ponatur u constans; erit 

fVdtf-.t + F-.u. 

Conditio autem, sub qua baec integratio locum habet, postulat, ut sit 
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COEOLLAEIUM 1 

313. Eodem mode aequatio proposita resolutionem admittet, si fuerit 



manetque ut ante 

t =Jp(dx -\- Fdy) et u=Jg{(ix — Pdy). 

Turn vero fit 



quae posito = v sumtoque u constante dat 

V 2l?P 2PP 

\dx/ 


COEOLLARIUM 2 

314. Si porro liabita ratione, qnod u =J^q(dx — Pcly) sit constans et 
dx=-Pdy, ponatur 




erit 


.duJ ’ 


v=.Vf-.u = 

unde tandem, sumendo iam t —J'pidx Pdy) [constans] colligitui’ 

^^jYduf\u + F\t. 


BXEMPLUM 1 


316. Si sumatur P=a et B^aQ, qmecunque fuerit Q funotio ipsarum 
X et y, integrare aeqiiationem 




fds\ 


Jd^\ 
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Cum hie sit F — a, erit p = 1, q—1 et t = x ay atque u = on — ay, 
unde posito = -y fit 

• di) aQdu Qdu 


Quoniam igitur est 


X = 


V 2aa 
t + ii 


2a 


et y 


t — ll 
2a ’ 


his valoribus substitutis fit Q functio ipsarum # et % ac spectata t ut con- 
stante erit 


Iv ■■ 


±fQdu + lf-.t seu = 

et sumta iam u constante 


t 


= F:u. 


COEOLLAEIUM 1 

316. Si Q sit constans = 2ab, aequationis huius 


integrals erit 


fdch\ [ddd\ , „ , 

\if) - ‘“•tej + 2“'' 


ds 

ly. 


+ 2aah 


dz 

.dx, 


0 


sive 


^ = e'^y : tFF-.u = ^ _p j?: 

^ = e^(-“!/)(/-: (it; + ay) ay)). 


COEOLLAEIUM 2 
317. Si Q = huius aequationis 



integrale ob 

^ t + F:u===f tcltf\ t + uf itf\ t + F\u. 


erit 



i 


( 
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Vel sit f:t = n''\t-, exit fdtf:t ^ n' U et 

f tdtf\ t td. n'. t^ in ' : t dtn'-. t = tn'-.t — n\ t, 

ergo 

z=-it + u)n'\t — n\t-^F\u 

seu 

s = 2x11 : {x + ay) — 77: (a; -f ay) F:. {x — ay). 

EXBMPLUM 2 

318. Sit P = et Fj~ ^ Fy — smmturque Q^—, ut 

sit R = --- et haec aequatio integrari debeat 

( dd0 \ 1 /^\ 

\dy^) yy\dx^)~' x\dy) y\Fic)~^' 

Cum ergo sit 

t-fp{dx+’'-^) et 

sumatur p = y et q = j, ut fiat t = xy et u = j. Posito nunc (|j) = 
sumtoque u constante ex Corollario 1 fit 


dv 

V 


— (“ dt / 

\y yy) _ — 


‘ x)dt 


^xx 

yy ■ 


ixxy 


Est vero tu = xx hincque x= ytu et 2/ = )/— atque 2xxy = 2 tytu, unde fit 


d« 


dt 


^ 2 tytu 

et ob It constans Iv = yU — 


dt dt 
2t 2 tit 




Quare sumto iam t constante erit 


z = 



F:t. 
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Yel ponatur — -^ = s, ut sit s = — eritque 

z = Vj'vdsf-.s F\t. 

In hac integratione J'vdsf'.s sola s esli variabilis ac demum integrali sumto 
restitui debet t = xy et s = ^^- 

Oeternm patet functionem quamcunque ipsius xy particulariter satisfacere. 

PEOBLBMA 51 

319. Proposita aequatione generali 

Q - + (PP- ««)(S) + «(-|0 + «(£) + T>+V=0 

invenire conditiones quantitaUm P, Q, P, S, T, ut integratio ope reductionis ad- 
Mbitae succedat. 

SOLUTIO 

Facta eadem substitutione [§ 232] introducendis binis novis variabilibus 
t et u aequatio nostra sequentem induet formam 

0 = 7 + 



+(p'-e’)g) +(p--«’)© +(?■-«’)©' +2(p--«’)©0 +(p=-(n©’ 


+^(l) +^© 

+«© +«© 

Determinentur iam bae duae novae variabiles t et u ita per x et y, nt for- 
mulae et evanescant, debebitque esse 

© = (^+0(1) (|)-(^-«)(e). 
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undG paitiGt has variabilGs sscjuBnti modo dotGriniuari 

^ + (■?*+ et u =J‘q(dx (^P — Q)dy^ 

suniGiido ^ &b q ita, ut has formulae iutegrationein admittaut. Oum uuuc sit 

(^) = (^ + « (») + ((s) + (f )) © ■ 

(-©) = (^ + «■ fJ + (^+ «).((© + (S)) © + ((f) + (f )) G~)- 

(^)=(^-« (5©- ((f) -(©)©. 

(f?) - (©) + (^- «)((f ) - (f ))(s) +((f)-(f ))(£). 

hinc reperitur formulae 2 coefflciens 


( 

/du\ 

\dx/ 

\dxJ 


termini coefflciens 

(_(P„ e)(‘'i’+i«) + (‘?^HA«) + ji(p+ e)+s)(|‘), 

termini vero coeffliciens 

(_ (p+ «) + (f?^) + p(p_ + «)(g). 


Est vero 


( (lt\ , / 

unde, si brevitatis gratia vocetur 

S + ii(P + Q) + (‘'?^) -(F-Q) - M 


et 


/dV-dQ 
dx 


= N, 


S+B {P - Q) + -{P+Q) (• 

aequatio nostra resolvenda erit 

0 - K+ p* + jtfD (^) + © -4ee?j 

Leoniiardi Rulkiii opera omnia lift Insfcitutiones calculi integralis 


27 
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sen, ut cum formis supra § 294 et 295 exhibitis comparari queat, 


/dd0\ 

M 

(d^\ 

N 


T 

y 

\dtduJ 

A^QQq 

\dt) 

4 Q Qp 

\duJ 

^QQpq 

iQQpq 


quae, si porro brevitatis gratia pouatur 

M . „ ^ N T 

^QQS~ 4.QQp--^’ 

duplici casu integrationem admittit: altero, si fuerit 




ilfiV 

4 < 3 «’ 


altero vero, si fuerit 


T fdK\ m A MN 

\dt) W)“4^- 

Quoniam vero iT et i per x et y dantur, formulae illae (^) et ita 

reduci possunt, ut sit 


/^\ _ Q~F ^ dK \ J_ (dK\ , (dL\ F+Q (dL\ 1 (dL\ 
\dtJ 2Qp \dx J 2Qp\dy / \duj 2Qq \dx/ 2Qq\dy)‘ 

Quemadmodum autem ipsa integralia bis casibus inveniri debeant, id quidem 
supra [§ 294, 295] est declaratum, unde superfluum foret calculos illos taediosos 
hie repetere; quovis enim casu oblato solutio inde peti poterit. 


SCHOLION 1 

320. Quod ad banc reductionem formularum attiuet, ea sequent! modo 
instituitur. Gum sit in genere 

ex formulis 

dt = pdx -\- p(F Q)dy et du = qdx-\-q(P — Q)dy 

exit 

qdt ~pdu = 2pq Qdy seu dy = 
et J ^ 2 Qpq 

a{P~Q)dt~p{P+Q)du^-2Qpqdx seu dx ^ 

2Qpq 
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Quibus valoribus substitutis obtinebitur 

dg = (' (-P+ _ (P— (3)f;A (dt du \ (dg\ 

^ 2 gg 2 J \dxJ \2 2 Qq) \dy) ’ 

ita ut per dififerentialia dt et du exprimatur. Posito ergo u constante et 
du = 0 erit 

(^l\ 4 . 

\dt) 2Qp\dx)~^lQp\dyJ’ 
at posito t constante et dt = Q erit 


/ d P Qi /fZ 

__ ^ 

\du) 2 \dx) 

\dy) 


SGHOLION 2 

321. Metbodus igitur hoc capite tradita in hoc consistit, ut huiusmodi 
aequationes ope intro ductionis binarum novarnm variabilium t ei u ad hanc 
formam reducantur 

de qua in praecedente capite [§ 275, 278, 287, 294, 295] vidimus, quibusnam 
casibus ea integrari queat. lisdem igitur quoque casibus omnes aequationes, 
quae ad talem formam se reduci patiuntur, integrationem admittent. 

Est vero eiusdem formae casus quidam maxime singularis, cuius inte- 
gratio absolvi potest, unde denuo infinita multitudo aliarum aequationum, 
quae quidem eo reduci queant, oritur integrationem pariter aclmittentium. 
Quern propterea casum sequenti capite diligentius evolvamus. 


27 * 



OAPUT lY 


ALTA MBTHODDS PBCULIAEIS 
HUIU8M0DI ABQUATI0NE8 INTEGEAMTI 

PEOBLBMA 62 

322. Si aequatio proposita hanc hahuerit formam^) 

+ y)’ (&») + + ») (5) + (|) + «* - 0. 

ems integrale complettm investigare. 


SOLUTIO 

Cum hie binae variabiles x ei y aequaliter insint, pouatur prime 
3 = A{x-\-yy'f\ X + B{x-{-yy''''^f': x + ^ + stc., 

ubi pro faciliori substitutioue uotetur posito v = {x-^yf'F\x fore 


et 


(£) = ^ + y)'^' ■ 

^ + 2/)""'^ ; ® : a;. 


1 ) Formam generaliorem huiusmodi aequationum Laplaoe tractavit in Oommentatione : 
BechercJies sm^ le Calml integral aux differences partielles, Mem. de Facad. d. sc. de Paris (1773) 
1777, p. 341, vide praesertim p. 376; Oeuvres de Laplace^ t. IX, Paris 1893, .p, 5 et 41. F. E. 
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Facta ergo substitutione obtinebimus banc aequationem 


0= nA{x-\-yy 



+ 

mA 

q- mB 

-\~ 2mA A 

+2TO(Aq-l)i5 

q- 2TO(Aq-2)c 


+ 

AA 

q- (Aq-i)H 

4-A(A— 1)H 

+ (A + l)Aj5 

q-(Aq-2)(Aq-i)C' 


ubi totum negotium ad coefficientium A, B, C, D etc. determinationem revo- 
catnr; facile autem erat praevidere forma snperiori assumta potestates ipsins 
_|_ 2 /) in singulis membris pares esse prodituras. Fieri igitur necesse est 


n 2 w A "F A A — A 0 , 

(n 'im A == 0 , 

(n -|- 2M'iA -j- 4:M -|- AA -|~ 3A -|- 2) (7 -j- (w -j- A 1)-5 = 0, 
(^n 2toA “1- Gw -1- AA -|- 6A -j- G)-D -f- (to -{- A -|- 2) (7 = 0 

etc., 


quae determinationes ope primae j 2 . + 2TOAd-AA 


primuntur 

5 = 
C = 
D = 
JEJ = 


_ IM -h A j 

2 TO -j- 2 A 

TO F A -f- 1 

2(2to + 2AA-1) 

TO + A + 2 ^ 

3 (2 til q* 2 A 2) 

TO -{- A “1“ 3 
4(2to A" 2A "{“ 3] 


F= — 
G^- 


H= 


— A = 0 ita commodius ex- 

m + A+4 ^ 

5 (2 TO q* 2 A -}- 4) 

'tu A q*" 5 ^ 

6(^+2Aq-5)^ 

q- A q~ 6 ^ 

7(2 «H-”2T+ 6) ^ 

etc., 


uude lex pr ogres sionis est manifesta. 

At pro exponente A duplicem eruimus valorem 


A 




n q- mm 


J 


quorum utrumque aeque pro A accipere licet. Hie autem praecipue notaudi 
sunt casus, quibus series assumta abrumpitur, quod fit, quoties TOq-A + ^ = 0 
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denotante i numerura quemcunque integrum positivum cyphra non exclusa. 
Hoc ergo evenit, quoties fuerit 

^ ^ + mnij = 0 , 

id quod fieri nequit, nisi — m — <n-{- mm fuerit qnadratum. Inventa autem 
huiusmodi serie sive finita sive in infinitum excnrrente alia similis pro func- 
tiouibus ipsius y reperitnr, unde valor ipsius n ita reperietur expressus 

z = A{x -{■ y)\f: X -\- F \y) B{x + -.xA-F'-.y) 

+ G{x + yY^\r '.x + F"-.y) + I){x + yf-^\r : + F"' : y) 

-^F{x + X 4- -F"': y) + F{x + yy-+\r: x^F^-.y) 

etc. ; 

ubi cum binae functiones arbitrariae adsint, id certum est signum banc for- 
mam esse integrate completum aequationis propositae. 

OOEOLLARroM 1 

323. Si fuerit A = — hoc est % — mm 4 - m ^ 0 seu n = mm — m, inte- 
grale ex unico membro constabit ob J5 == 0^) eritque integrale 

^ A(x yy”'{f:x + F’.y). 

COEOLLARIHM 2 

324. Integrale autem duo membra continebit, si 

X = — m — 1 vel n = mm — m — 2 = (m + l)(m — 2) ; 

turn erit B = — Fji et integrale erit 

^ = (» + x^F:y)- I (x + y)-”'(f' :x + F':y). 

1) Revera coefficiens B inanet arbiti'arius. Cf. casum /d— 0 § 329. F. E, 
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turn erit 


COEOLLAEIUM 3 
325. Integrale tribus terminis constabit, si 

^ — m — 2 vel « = (m + 2)(OT — 3); 

B. et 0 ±1S- + 1a, 


integrale vero 

^ = (» + 2/)“’"" ^ 2/) - Y + 2/)“™" V' + 

COEOLLAEIUM 4 

326. Ex quatuor autem membris integrale constabit, si fuerit 
A == — m — 3 seu n ~ (m + 3)(m — 4); 

turn autem erit 

B iA, 0—i-B- + ^A, B — lo ^„A 

et integrale 

^ = (ir + ?/)“”*■■“(/’: ;» + -F: 2/) — Y (^ + yy~\f ' : a; + -F' : y) 

+ (^ + 2/)-“- ^ r ■.x-^F":y)-^^(x + y)-%r : ^ + F "' : y). 


SCHOLION 

327. Quodsi in genere ponamus /! + « = — «, erit = + — * — 1), 

turn vero 


unde fit omnes ad primum reducendo 


* ' a, F/=-^iAv^, 


3(2i- 2) 


4(2i-3) 


ff ^ A p i 1 j -p) j 

^“2-2(2^-l)^’ ^“2.2.2.3(2i-l)^’ 


E- 


+ (i-2)(»- 3) 


2-2'.2-3-4(2» — l)(2i-3) 


A, F = 


-(i-3)(i-4) 


2L3’4-5(2i-l)(2t-3) 


A etc., 
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qui ita se habent; 



A 

B 

c 

jD 

E 

F 

G 

i = 1 

1 

1 

2 

0 

0 

0 

0 

0 


1 

1 

1 

0 

0 

0 

O' 



2 

12 





i==3 

1 

1 

2 

1 

0 

0 

0 



2 

20 

120 




i = 4 

1 

1 

3 

2 

2'1 

0 

0 



~¥ 

28 

7-24 1 

96*7*5 





1 

4 

3 ■ 

3*2 

2 • 1 


7* — ^ 

1 






0 

V tj ■ 

X 

~~2 

36 ; 

9*24 

96-9-7 

960-9-7 

\J 

• % 0 

1 

1 

6 

4 

4-3 

3.2 

3 2*1 


X 

2 

44 

11 ■ 24 

96*11.9 

960 *11*9 

5760*11*9*7 


Ita buius aequationis 

\dxdy) flj + i/ \dx) ' x-\-y \dy) {x -f yy ^ 

integrale completum erit 


z = (x + y)-^-\f\x-^ F\y) 

+ 1 ) ■<^+F"-.y) 

+ i-.y) 

^ 24-2(2i — l).3(2*-2)-4(2i — 3)^^ ' ^ •2/) 

iY~ ^) (^ ~ ^) (^ ~ 3) (t — 4) , Ym-i + b /fV . I Jiv . \ 

2i.2(2i-l)-3(2i-2).4(2i-3).5(2i — 4)'' ''' . 4; + .y) 


quae forma, quo ties i fuerit numerus integer positivus, finite constat termi- 
norum numero; secus antem in infinitum excurrit. 

Imprimis autem ista integratio hoc habet singulare, quod non solum 
ipsas functiones arbitrarias f:x et F:y complectatur, sed etiam earum for- 
mulas diflPerentiales. 
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EXEMPLUM 

328. 8i occurrat ista aeqmtio 

( ^ m fdg\ y 

\dxdy) x-\-y\dx) ' x+y\dy ) ’ 

definire casus, quihus eius integrale per formam finitam exhiberi potest. 

Cum Me sit n = {m i)(m — i — 1) = 0, sumendo pro i numeros integros 
positives duo ordines habebuntur casuum, quibus integratio succedit, alter, 
quo est m = — i, alter, quo w = i + 1, ita ut in genere integratio finita locum 
babeat, quoties m Merit numerus integer sive positivus sive negativus. 

Prime ergo si sit m == — i, erit 


■ = l{f:x + F:y) ~ ~{x + y){f' :x ^ F' :y) 

- T ■ ./(f d) (.7- .) (»’+ yf y'" - ^ ^ o') 

I i_ . , w , .ly . ^ I J'lV X 

+ 24 2i(2t-l)(2i-2)(2i-3)^^^^^+ ^ 

etc. 


Deinde si sit m = i + 1, erit 


{x + yy‘-^^^^l{f-.x-\-F:y)-~{x + y){r:x + F':y) 

+ 24 2i(2^-l)(2i-2)(2'i-3)+ ^ ^ 

etc. 

Iltrinque scilicet eadem habetur expressio, cui casu priori ipsa q^uan- 
titas posteriori quantitas (o) -{^ aequatur. 


Lbonhabdi Eulbri OpGXQj omnia I is Institutiones calculi intcgralis 


28 
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Ad singulos hos casus distinctius evolvendos ponamus 
A^{f-.x + F-y), 

B=={f\x + F-.y)- - (a; + y)(f’: + W. y), 

0= F\y)~~~(x + F':y) + ^(35 + yy(f"-.x + F":y), 

-D== F:y) — j(x-\-y)(f':x-{- F':y)-{- + yy(f" -.x F" :y) 

6 • 5 • 4 ® + F "' : y) 

etc. 

vel posito brevitatis gratia 
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Quibus valoribus inveiitis erit pro duplici ordine: 


si 


erit 


si 


erit 


m = 0, 



ni 

= 1, 

(a5 + 

y) 0 = 

= ri 

m = — 

1, 

0 = B 

m 

= 2, 

{x + 

yfg^ 


m = — 

2, 

0==G 

m 

= 3, 

{x + 


= C 

m = — 

3, 

0=D 

m 

= 4, 

{x + 

yy0 = 


m = — 

4, 

0 = E 

m 

= 5, 

(a; + 

II 

= E 

m = — 

5 - 

0 = F 

m 

= 6 , 

(x + 

II 

= F 

m = — 

6 , 

0=^G 

m 

= 7, 

(x "b 

yf^g = 

= a 


etc. 




etc. 




SCHOLION 

329. Si pro i sumatur numerus negativus, expressio in infinitum excurrit. 
Sit enim i = ~lc et ex formula prima erit m == h ideoque 


91 ' 


_]_ 1 
27c ^ 2 


/c(/c + l) 

2hlu + l) 



IcQc-}- l)(7c + 2) 
2l(2 7c + 1) (27c + 2) 


® + etc. in infinitum. 


Pro eodem autem casu m = 7c altera forma ob i = h — 1 dat 


(a; + 


= 91 


_L 1 

27c-2" ^ 2 


(7 c — 1) (7c — 2) ^ ^ 
(21:- 2) (2 7c- 3) ^ 6 


(X;-l)(7c-2)(7c-3) 

(2 7c - 2) (2 7c - 3X2 7c- 4) 


5D etc . , 


quae autem formae non absolute aequales sunt censendae, sed in altera 
functiones f'.x et F'.y alias formas babebunt, ut nihilominus ambae aeque 
satisfaciant. Casu quidem ^ = y ambae conveniunt perfecte. Ponamus autem 
7c = 0, ut prior det 

at posterior praebet 


g 

x+y 





etc. 


28 * 
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Quarum consensus nt appareat, sit in hac posteriori 

f:y}-=ax^ et F\y = 'by^-, 


erit 


%^ax^ + hy\ ^d^{xFy){Baxx+2hy), ^ = {x + y)\Qax + 21), 

® = (^ + y)%a, 

at reliquae partes evanescunt. Obtinebimus ergo ex posteriori 


0 = (x~l- y){ax^ 4- hy^) — 1 (a? 4- yfipaxx + 2 ly) 

+ T + y)\^ax 4- &) _ i- (a; 4- y)ia , 

quae evoluta praebet 

-^ax^ ~ ~ay*‘ ~hx^ Y^y^ = 

quaa foma iitique in priori i-^f-.x + F-.y continetur. Consensus ergo bi 
narum illarnm formarum generaKuna eo magis est notatu dignus. 


PKOBLEMA 53 

330. Invenire casus, quihus haec aequatio genemlis 

ad formam praecedentem reduci ideoqm iisdem casibus integrari potest. 

SOLUTIO 

+■ variabiles t et u, ut sit, quemadmodum reduc- 

tio § 319 adhibita, ubi P=0 et F=0, declarat, 

i=fp(dx-i-Qdy) et u =fq(dx — Qdy), 
si ponamus ad abbreviandum 

^-s+es + (^|) + 4g), 
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prodibit haec aequatio 


/ dd^') 

1 K^\ 

idtJ 

1 ^ 1 

f^\ 

\dtduJ 


' iQQp 

\duJ 


-0 = 0 , 


quam ergo ad banc formam revocari oportet 

/ 

\dtdu) t-{~u\dt ) * \du) ‘ (^ + w) 




cuius casus integrabilitatis ante [§ 327] designavimus, scilicet quoties fuerit 

n = (^m -j- i)(m — i — 1 ) 

denotante i numerum integrum quemcunque positivum cyphra non exclusa. 
Ad hoc ergo necesse est, ut flat 

-AmQQq ■j.r —imQQp ^ —inQQpq 

t + u ’ r+T- et I- ■ 

Quia autem hie integrabilitatis formularum t et u ratio haberi debet, sumamus 



0-^ 


sitque 

p = an:x et q = 

— }) 7t'\X 

eritque 

t = an X -\- a ip \ y et u = 

n : X — 1) cp : 

Hinc flt 

Jf+Jf-2S+2e(f)-: 

- 4:m{a + h)QQ ^':x 


t^+u 

et 

af_y_2es + 2(^)- 

4:m(a^l)QQ7if:x 
t u 

ideoque 



E = 

’2m{a — 'b)Q%'\x 1 (dQ\ 

— 2m(a-\-'b)QQx':x 

Q \dy/ ’ 

t u 

et 

-- 4:nah QQ 7t' : X* at' : X ; 

— 4:nah cp'iy^ cp'iy 


{t + uY 

(t + uY 
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ob $ = ^7", unde est 


dQ 


et 


Ideoque habebimus 


v"‘y gi; / d Q\ ^ — 5E J X • (p ' : y 

Tt xx \ d x) otxx-ot'-.x 

t -\- u = (a h)n \ X {a — h)(p : y. 


‘imja , — &) (p' xy (p " ; y 

t-\-u cp'-y . ^ ~QQ 


~t + u 


+ 


•jt XX 
%' XX 


““ I"”'’’!’” “■'Siderandi, 

( dds \ _ /9)b2/Y dddg\ 

\dyy WxxJ \dxy 

''^'''^"x^ 2mQt' 

••» ~sr^ 


. , (Tj AV^'-x 2m^'xx\ /d0\ 

9 -.yUyJ^W'::,; { ^x X "1^ J {dxJ 


9 xy 


^7t:x/ ’ 


altero vero casu h^-.amt~\-u = 2 a(p: y et 


^ 9-y 9 '-y)\dy) b 


-( 


\ 

\7t'\ 


ilA 


xx) 


2 ff / I V 

^ ix / d 0 \ 
dxJ 


-f- n 


quae ambae aequationes integrationem admittunt casibus 

= (^n -|- ij (^n — I — _ 


9 '-y ' 


(JUliOLLlEIUM: 1 

quodtLe'^vSiir/erj’T diffe^nt, nisi 

solam considerasse Prior a + P6™utantur, unde sufflcit alterutram 

siderasse. Pnoi autem [sumto a = l] transformatur ponendo 

t = n\xA^ip\y et u=^n\x~ cp\y, 

posterior vero ponendo 


i X (p \ y 0 ^ 


^ p\y — 7t\x, 
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COEOLLAEIUM 2 

332. Hae aequationes etiam sequent! forma magis perspicna repraesen- 
tari possunt, prior quidem 




et posterior 


1 

fddg\ 

\ ^ 

fdd8\ 

(y':2/)^ 


(3t' : xj 

^ \dx^) 


:x 

2 m 


^ V: 

xy 

:x 

)\dx) 

1 

(ddg\ 

I 1 

fdd3\ 

ipp'njf 

\dyV 

{%':xf 

' \Ix^) 




+ 


2 m 


y" = 2/ \ f fdg\ . „ 

.(p y ■ cp' : y (^ip' ;y)V \dy J ' (ic' :xy \dxJ ' (cp:y)^ 


iSP'Vf 


OASUS 1 

333. Ponamus n ‘.x = a et (p \y = 1)', erit 

7t:x = ax et (p:y = hy, 

turn vero ti':x = 0 et cp''‘.y = 0, unde forma prior prodibit 

1 fddg\ 1 fddg\ 2m fds\ n ^ q 

bh \dy^J aa \dx^ / aax \dxJ aaxx ’ 

quae reducitur ad formam supra resolutam ponendo 

t == ax -\-iy et u = ax — hy. 

Posterior vero forma est 

1 /ddg\ 1 /ddg\ . 2 TO / ds\ . « 

hi) \dy^) aa \dx^) biy \dy) bbyy ’ 

quae reducitur ad formam supra resolutam ponendo 

t==ax-j-hy et u — hy — ax\ 


utraque autem est integrabilis casu 
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Reductione enim ad variabiles t et u facta oritur haec aequatio 

/ dd0 \ . m fd0\ . m / w , 

V dtdu) t-\-u\dt)'^t -\-u \du) ^ = U . 


COEOLLARIUM 1 

334. Si sumatur n = 0, hae ambae aequationes 

aa /ddz\ (dds\ '2m ( ds\ (ddz\ U [ddz\ . 2m f dz\ 

U W) \do?) X \dJ~^ “ aa W7 + y~ \Ty) ^ ^ 

sunt integrabiles, quoties m fuerit numerus integer ideoque 2«2 nurnerus par. 


COROLLAEIUM 2 

335. En ergo aequationes ob simplicitatem notatu dignas ex tribus tan- 
tum terminis constantes, quae inflnitis casibus integrationem admittunt. Inte- 
grals autem quovis casu facile exhibetur ex § 328, si modo ibi loco x Qi y 
scribatur t Qt u. 


CASUS 2 

336. Sit 7i\x = aaf' et (p':y = b; erit 

= ■^^aod'+^ et (p\y = by, 

turn vero d' x = et cf:y=^{). Unde forma prior provonit 


^ ( ddz^ ^ [i — 2my-~2i 

hi \dy^J aax^f‘\ dx^ J 


m{dz\ n(y.+ iy 


dx 




quae reducitur ad formam supra resolutam ponendo 
1 ... _ 1 


et u 

Posterior vero forma fit 


^ + 1 




+1 


■by. 


, 2m / dz\ a fdz\ 

bh W) aax^^ [dx^J + Uy [dy) + WAX J + 


n 

hhyy 


z = 0, 
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emus reductio absolvitur poiaendo 


t= — et u — hy 

fi + i ji + i 

Haeque ambae aequationes integrationem admittunt, quoties fuerit 

n = (wi + (w — i — 1) • 


COEOLLARIQM 1 


337. Ex priori forrua casus maxime uotabibs existit, si capiatur 
m — —Jt— et, w = 0; turn enim erit 



quae est integrabilis, quoties fuerit numerus integer m sive positivus 

sive negativus. 


COEOLLARIUM 2 

338. Vel cum sit = baec aequatio 



erit integrabilis, quoties m fuerit numerus integer sive positivus sive nega- 
tivus; reductio autem fit ponendo 

- 1 

t = -—(2m — l)ax^'’"^^ + hy et u = — {2m — l)ax^'"~'^ — 'by 

CASUS 3 

339. Sit 7i\x = ax^' et (p'.y^iy"', erit 

7T : a;==— et . f/> : 2/ == — 

tnm voro n' \ X — 6ti (p^ \ y = Hinc prior forma rosultat 

1 f dd0\ 1 (ddsi\ y , y-2my-2m (^\_ njn + lf ^ ^ 

hiy^''\dy^) aax^^^Kdx^) iby^'''^^\dyJ \dxJ 

Lronhardi Euleui Opera omnia I is Institutionea calouli integralis 29 
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quae reducitur ponendo 

+ et m = — \—'bv"+\ 

ft+1 1^+1 ^ /i + 1 0^ + 1 ^ 

Posterior yero forma evadit 

’’ \dy^J \dT^) ' W^// \dx) hhn'^^'^ 


hby^"’ \dy^J aax^^^ \dx^J ' bhy- 
cuius reductio fit hac substitutione 

+ — et u = -^-axf + ^ -\ —Uf+K 

(14 + 1 v-\-l " ft + l I '^■5' 

Vel cum hie tantum ratio inter a et 6 in computum ingrediatur, pro priori 
poni poterit 

2® ^^v + l)ay et ^(^+V)ay ’ 

ut fiat # + = quo expressio integralis fiat simplicior. 

COEOLLARIUM 1 

340. Si ponatur in forma priori ^ minuetur ea uno termino 

fietque 

1 fdds\ 


1 


bby-^^\dyy aa \dx^J bby^^^'^KdyJ {im-lfaa^ 
Statuatur a = & et capiatur quoque ~ 


y^'’'^^ \dy) 

prodeat 


■0 = 0. 




fm--x(dd,s 
. \dy 


/ \dx- / ^ 2 m — 1 ^ \dy) 


dyj (2«-i--l)‘ 


_ 0 . 


COEOLLAEIUM 2 

341. Sumatur porro in priori forma v = fi Qi fiat 


ut prodeat 

fx — 2mfj, — 

2m-= — ju, 

seu m= y 

fi + i 

1 /dd0\ 

hby^^ \dy^) 

1 idd0\ 
aax^f‘ \dx^) ~ 

/ d0^ 

] ... f* {d0\ 


+ i \dxJ 
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quae iutegrabilis existit, quoties fuerit 

(^ + + l)i)( ( ft + 1)^4- 1) 




seu 


n 




SCHOLION 


342. Largissima ergo Mnc nobis snppeditatur copia aequationum satis 
concinnarum, quas ope methodi Me traditae iutegrare licet. Atque Me im- 
primis duo casus conspiciuntur, quorum alter 


'dcl0\ 



pro motu cordarum inaequaU crassitie praeditarum determinando est in- 
ventus^), alter autem bac aequatione 

aa fdd^\ /ddib\ 2m ( dz\ .. 

bh \ciy^) \dx^) x 


conteutus [§ 334] ideo est memorabilis, quod in analysi pro soni propagatione 
instituta ad talem formam pervenitur, Hae igitur binae aequationes prae 
ceteris merentur, ut pro casibus integrabilitatis integralia exhibeamus. 


PROBLEM'A 54 

343. Pro]posita aequatione differentiali 

aa ^dd 0 \ /dd 0 \ 2m / ^ 

hi \dy^) \dx^) X \dx) 

casihus^ quibus m est numerus integer sive positivus sive negativus^ ems integrate 
completum exhibere. 

1) Vide ex. gr. L. Euleui Oommentationes 287 et 442 (indicis Enbstroemiaki) : De motu 
mhratorio cordanm inaegiialiter crassarum^ Novi comment, acad, sc. Petrop. 9 (1762/3), 1764, 
p. 246, et Be motu mhratorio cordarum crassiUe utcunque variabili praeditarum^ Noyi comment, 
acad. sc. Petrop. 17 (1772), 1773, p. 432; Lkqnbardt Euleri Opera omniaj series II, vol. 8 et 9. 

F, E. 

2) Vide L. Euleei Oommentationes 306, 307, 319 (indicis Enestroemiani) : Supplement aiix 

rechercJtes siir la propagation du son^ Mem. de Pacad. d. sc. de Berlin [15] (1759), 1766, 
p. 210, Continuation des recherches sur la propagation du son, ibid. p. 241, BecJiercJies sur Vinte- 
graiion de Veguation =aa (g) + 1 (g) Miscellanea Tanrin. 3, (1762/5), 

1766, p. 60; Leonhardi Eulmri Opera omnia, series III, vol. 1, et series I , vol. 23. E. E. 


29 * 
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SOLUTIO 

Facta substitutione et u = aequatio nostra 

banc induit formam 

f ddsi \ , (^\ , _J_L. ( == 0 . 

\dtdu) ' t u\dt J t u \du/ 

Cum igitur sit t -{- ti> = x, si ponamus 


31 = 

. ax + hy jj, 

'' 2a ' 

S5 = a; ( 

7 ^ ax + ly I jp, 

q ‘ 2a 

11 

^ ax + ly 1 
/ • 2a 

® -a;”! 

{„,„_ax + 'by . p,„ 
y ‘ 2 a ' 



\a 

11 

I'^T . O'^ + 'bl _|_ 


etc., 


aco 

-ly 


2a ’ 

ax 

-ly\ 


2a A 

ax 



2a ) 

ax 

-hy\ 


2a A 

ax 



2a A 

ax 

1 


2a 


casus integrabiles [§ 328] ita se habebunt, primo negativi: 


si m = 0, z = 31, 


si m = — 1 , 0 = 31 — ^ 33 , 

si m = -2, ^ = + 

si m = - 3, . = _ 1 23 + 


S), 


si m = -4, , = + + 


8«7 


8-7.6 
10 


si m = — 5, ^ = SI~.A23 + ^^^(^. 

’ 10^^10-9^ lO’B'S 


S + 


10-9 • 8- 7 


(£- 


10 - 9 - 8 - 7- 6 




etc., 
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turn vero pro valoribus positiyis ipsins m: 

si m = l, 0 ! 0 = 

si m = 2, 0 = SI ^58, 


si m = 3, 1 

4 4*3 


si to== 4, a:''^ = Sl Ag 5 _j_ A^( 5 ; 

^ 6 ■ 0 


6-5-4 




si m = 5, a;® ^ = SI — -^S8^ — — K 

8 “ 8-7 8 - 7-6 ^ 8 ' 7 - 6-5 


si w = 6, SI — ^93 + ^Ag- 

io '^10’9 10-9-8 


2)+ ^ 


10-9-8'7 


© 


10-9-8-7-6 


% 


etc. 


Cui ergo espressioni casu m = — i aequatur valor 0 , eidem aeqiiatur casu 
m = valor ipsius a?''^'^ 0 . 


SCHOLION 

344. Valores ipsarum ^ et w ita hie assumsi, ut fieret t -\-u = x, atque 
eosdem valores quoqiie in functionibus adhiberi oportet. Etsi enim f : 
etiam est functio ipsius ax-\-ly, tamen fiinctiones per differentiationem inde 
derivatae discrepant. Namque si ponamus 

^ Ct» + 6M / , 7 \ 

f - — ^^ = 9>:(»ic + 62 /), 

erit differentiando 

+ Ms,)y': («* + I,,), 

unde erit 

f • == : («!* + ^y) 


neque ergo hae fnnetiones differentiates sunt aequales, etiamsi principales 
assumtae sint aequales. Simili mode erit 
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f 


; = Aaaq>" : (ax -^-ly) 

2 a ^ ^ 


et 

et ita porro. 


= Sahf : {ax + by) 
2 (X 


PEOBLEMA 55 

345. Proposita aequatione differentiali 


\dy^J aa 


dX^ y 


casibuSf qnihis m est numer%is integer sive positivus sive negativus, integrale com- 
pletum exTiihere. 

SOLUTIO 

Introductis novis variabilibus t et w, ita ut sit [§ 338] 


^ — ^ nj fl’f fit ^ ^ — i I b 

2 ® 2(2TO-l)a^ 2 * ' 2(2 ot— : l)a 

aeq[uatio nostra hanc induit forin.am 

/ dd0 \ m ui0\ m fd0\ „ 

\dtdu) t-\-u\dt/ t-{-u\du) ’ 

- 1 

t-\^u - 

— 1 

F\u, ?S _ _ 1 ^ p, . ^ 


y, 


ubi est 
Posito igitur 




© — a;*’" ^{f^f \t F^^ \u), % — {f^ \ t F'^ \u) 

etc. 


percurramns primo casus, quibus m a cyphra per numeros negativos decrescit. 
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I. Si TO = 0, erit aequationis 


integrale 


hb /dd0\ 

di/J ~~ aa \dVv 




11. Si OT= - 1, ob 


,14,6 , 1+6 


erit aequationis 
integrale 


ddz\ hh 4 /dds 


sdy'^J aa \dx^y 

f\t-\-F:u — 4- F':u). 


III. Si m = — 2, ob 


,11,6 , 14 6 
2 10a ^ 2 10a 


erit aequationis 
integrale 


fddz\ 66 f fdds^. 

\dfj M ® v^; 


, = f-.t^F:u-\x^{f-.t^F'-.u)^-^ if " : 


IV. Si w = --3, ob 


erit aequationis 
integrale 


1 T , 6 , 1 4- 6 

^ = — a;’ 4- — y et u = — x‘ — — 

2 14a^ 2 14a 


fdds^. 66 

Vrfj/V aa * \da:^/ 


^ I 


6-5-4 




y 


t^F'-.u). 


y 


t + F"\ u) 
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V. Si m = — 4, ob 


1 ■ -i- , i .. -i. .. 1 ^ 


t = — + r— y et u = ■ 

O I 1 Q /V ^ 


-OJ 


erit aequationis 
iutegrale 


2 ' 18ct t) — - 2 18fl 


\dy^) aa \dx^) 


y 


s = F\u — — x 

O 


<(r-.t + r-.u) + g? J I* (f- : ( + J"' : «) 


'* : «) + **r : « + if" : ») 


8-7-6 


8.7-6-5 

et ita poiTO. 

Pro altero vero casu, ubi m babet valores positives, integralia sequenti 
modo exprimentiir : 

I. Si sit w = 1 seu 
ob 

erit iutegrale 

= f 

II. Si sit m = 2 seu 

ob 


^ = 1 . - 


erit iutegrale 

III. Si sit m = 3 seu 


f 

ll 


aa 

1 



et 

~\- F\u 

seu 

fdcl0\ 

J)b 


a a 

i 



et 


A 

2 a 


I 

6 a 


z^x{f\t-^ F\u)—^^x^{f\t-\- F' : u). 


( _ Y* J 

VeZi/V aa \dx^J’ 

y et w = 4 - 0 ;“*'+ -Ay 
2 '^lOa^ 


2 ' 10 a 


ob 
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exit integrale 

= x{f -. + JF' : m) + ^ x^{f " : i + F' :u). 
lY. Si sit m = 4 seu 


dds\ bb ^/dcW 


?) = 


X' 


ob 


erit integrale 


dy^ / aa \dx^ 


et u = ^x 


1 —4 h 

~2^ ~ira‘ 


^ = x(f: t + F:u)-^ x^(f \t + F'\u) + x^{f" -J + F'-.u) 

0 u • 0 

1 

/v* * f 


6-5-4 


x^(r:t + F":u). 


V. Si sit « = 5 seu 


fdd^'\ bb f(dd0\ 
\dy^) aa^ \dx^)’ 


ob 


erit integrale 


. 1-1 ^ 1 -I I 

*-¥* iJ-J ■ + 1 ^!' 


s^x{r.t + F-.u)-^xHr:t + r-.u) + ^^J’{f":t+P"-.u) 

- + rrVs 

etc., 

unde lex, qua has expressiones ulterius continuare licet, per se est manifesta. 


SCHOLION 1 

346. Casus isti integrabilitatis congruunt cum iis, qui in aequatione 
EicCiiTiANA dicta deprehenduntur; novimus scilicet aequationem hanc 

—4m 


dy + yydx == ax^'"' ^ dx 

Leonhardi Euleri Op0ra omnia Ii3 Institutionos calculi intogralis 


30 
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integrari posse, quoties m est numerus integer sive positivus sive negativus.^) 
Haec autem aequatio hand levi vinculo cum nostra forma est connexa, quod 
ita ostendi potest. 

Proposita forma generali 

(^) _ i(ff) 

\ay^/ \aisv 


pro integralibus particularibus inveniendis statuatur 0 = ut v sit functio 
ipsius X tantum; erit 


et 

.dxJ dx 



ddv ^ 
dx^ ^ 


turn yero unde prodit haec aequatio 


aav = 


Xddv^ 


in qua si porro statuatur oritur 


audx , , , 

== dp -{-ppdx^ 


ac si X = Ax^’’‘ ut in nostro casu, haec aequatio fit 


dp -i-ppdx = ax^"‘~^dx. 

Haud temere igitur evenire putandum est, quod utraque aequatio iisdem 
casibus integratioiaem admittat. 

Interim tamen notatu dignum occurrit, quod casus m co, qui in forma 
Eiccatiana fit facillimus, idem in nostra aequatione neutiquam integrationem 
admittat. Habetur quippe haec aequatio 

('dd0\ Ih (dds\ 

Vdyd-aa'^Adodd^ 

cuius reductio modo supra § 330 adhibito non succedit. Nam ob 
Q=^~, 5 = 0, 8^0 et p=0 


vol. I, § 486, vol, II, § 943, L^omAiwi 
UULERI Opera mnm, senes I, toI. 11, p. 276, 70 I. 12, p. 160. p. E. 
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pro novis variabilibus ponitur 

t = [dx + et tt, ■■ 





1 fds\ 

_A_( 


Kdtdu) 

4:(ix\dt) 


\du) 


unde ob ilf = — = N oritur baec aequatio 

aa 


quae sumendo 
ut sit 

transit in 


1 , 1 

p = — et a — — 

^ X X 


et u=lx — — , 
‘ a a 


/ ddg\ 1 /dg\ 1 fdg\ Q 

\dtdu) A\dt) 4 \dM/ ’ 

cuius integratio baud perspicitur. 


SOHOLION 2 

347. Aequationis autem = xx integralia particularia infinita 

exhibere licet in bac forma z = Axh^‘'-> contenta. Cum enim bine sit 

et 

erit 

= X{X — l)7la5^e"=' 

ideoque f,i = Vx{X — l), unde ex quovis numero pro X assumto bini valores 
pro fx oriuntur, ita ut babeatur 

et buiusmodi membrorum numerus variando X in infinitum multiplicari 
potest. 


30 * 
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Interim tamen singula haec membra adhuc generaliora reddi possunt 

Posito enim s = videamus, an v necessario constans esse debeat- biup 
autem fit > e 

ideoque nostra aequatio praebet per divisa 

+ vd) + (|f) _ A(A - 1). + 2A.(|f) + 

Statuatur ut ante fifx, = X{X — 1) sitque v = alx + ^y, erit 

2^lii = 2aX-cc seu “ = 

^ 2A-1 SA-l ’ 

unde cuiusque membri ex numero X nati forma erit 


-s = it)-' 


j,yio-i) n -j- 


') 


-he 


Qnomodocmqne igite non solnm enponenn A, sed etiam quantitates A, « 
B. 8 vaiientm-, inSnita hninsmodi membra formari possunt, quae omnii 
mnctim sumta valoiem completum functionis r praebere sunt censenda. 

fit + j7-T ^ ‘ 1 


PP qq aa~a~hi et PP + qq V(aa bi){aa ^ 2 a + 1 ~\- bb), 

turn vero est 

n'-sf(cos.6in + >/-l.sm.S^ et s'" - e"(cos.sj, + 1 . sirngy), 

unde colligitur forma realis 

A cos. (blx + qy) + B(2plx + (2u - l)y) cos. (blx + qy) 

^{^qlx + 2by) sin. (blx -|- qy) 

+ 81 sin. (Ux + qy) + S8(2pfa + ( 2 „ _ 1 ) (hlx + iy) 

-|- ^(2qlx -f- 2by) cos. (blx qy) 
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ubi quantitates a et 6 pro lubitu assumere licet, unde simul jp et g 
definiuntur. 

Quodsi Me litteras & et g ut datas spectemus, binae reliquae a et ex 
iis ita determinantur, ut sit 

hie ergo necesse est sit qq>bl) et qqKlb-^-, sen qq inter hos arctos 
1 ^ 
limites hh et && + -j- contineri debet. Statuatur 

ut sit 

^j^-4(l + f/') sen 

atque 

2a — l = 2c/’ et p = bf, 
ex quo forma integralium particularium erit 


• A cos. (blx + cy) + 2Bf(blx + cy) cos. (hlx + cy)' 

- 2B{clx + hy) sin. {hlx + cy) 

^ = X ’ { } 

+ 51 sin. (blx + oy) + 2^f(blx + cy) sin. (blx + cy) 

-\-2'^{clx by) cos. (blx (^y) • 

quae posito brevitatis gratia angulo blx cy cp transformatur in banc 


z = cos. {cp + cc) + + Gy) sM- {(p -{■ ^) A- ^{gIx l>y) cos. {cp + ^)), 

ubi quantitates b, c, A, B, a, /? ab ar bitrio nostro pendent. 


.SCHOLION 3 


348. Eesolutio ergo aequationis 


'dds\ 

(df) 



ita institui potest, ut fingatur 


z = x’-e^^{mlx A- ‘ny)) 
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unde fit 
et 


/d 0\ 

\^/ ~ + ^2/) + 


hincque ulterius differentiando 


(dicO ^e‘'^(m(2A — - 1) -|- X(X — l)mlx + X{X — l)w^) 
et 

Gp) + f-ijumlx + ii/LLfiy). 

Mude 2«n(A-l) = „(2A_i), „t 
eadem prodit integratio, quam modo ante dedinras. 



CAPUT Y 

TRANSFOEMATIO SINGULARIS 
BARimEEM AEQUATIOOTM 

PEOBLEMA 56 

349. Proposita Tiac aequatione 



in qua P, Q, B sint functiones ipsius x tantum, earn ope substitutionis 

uhi quoque sint M et N functiones ipsius x tantum, in aliam eiusdem formae 
transmutare, ut prodeat 



existentibus F, 0, P[ functionihus solius x. 


SOLUTIO 

Quia quantitates 2kf et JV ab 2/ sunt immunes, erit 
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quae forma per aequationem, quam tandem resultare assumimus, abit in hanc 

\dy^) \dx^) • dx \dx^) ' dx \dx) dx ^ 

+ MG +MH +NE 

-\~NF -\-NG 


Deincle vero pro altero aequationis propositae membro nostra substitutio 
praebet 

(dA 

\dx) 


hincque porro 


\dx^J dx \dxJ dx 
+ N 




. dx 


, j^(ddd\ fddM ^dN\ fdv\ , ddN 

+ Kdf) + + -Jx) Kix) + "• 


Cum nunc sit per hypothesin 

( 


dd^\ jjfddA ^fd^\ , ^ 


KdyV 


\dxy 


si hie valores modo inventi substituantur sinnulaque membra 

.i v seorsim ad nihilum redigantur, quatuor sequentes aequato j 'dnku 
scilicet 


ex 


\dxV 

fddv\ 

\d¥) 

fdv\ 

W 


colligitur aequatio 

mf=mp, 


dx 

MdQ 
dx 

ddN ^ , dN 

dx ^ ^^+1 nQ + NE, 


r + ^ ^ + (f + i.) e + mb , 


dx^ * ' dx 

ex quibus commodissime primo quaeruntur P, Q et ii. 
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Verum prima dat statim P==F, unde secunda fit 

MdF-2FdM 


Mdx 


-h Gf= Q- 


Ex binis ultimis autem eliminando B colligitur 

M{NdG-3Id3) /NddM-MddN 2NdF\ ^ 

da; \' dF dx 

+ ^ nn) Q 


et ilium valorem pro Q substituendo 

MMdH MNdQ , NddM-MddN 


0 


dx 


dx 


+ 


dx^ 


j, ^ ‘i NFdN ^ NdM^MdN ^ 


dx 


dx 


+ -• 


„ NNdF 2 FdM{NdM- MdN) 2 NNFdM 
dx^ ' dx ^ Mdx^ ^ Mdx ’ 


quae aequatio per multiplicata commode integrabilis redditur, invenitur- 
que integrale 

^ rr N ^ . NdM-MdN , NNF 

o - b -^ g + -p + lor ■ 


Quodsi ergo brevitatis gratia ponamus N = Ms , erit 


G^E—Gs — + Fss 

dx 

seu 

ds -|- ^^sdx — ssdx = 0. 

F 'A 

Sive iam bine definiatur quantitas s = ^ sive una functionum F, Q et E, 
pro ipsa aequatione proposita litterae P, Q et B ita determiiiabuutur, nt sit 


1. 

11. 


P 

Q- 


F, 

6 ? + 


dF 

dx 


2FdM 

~Md^’ 


et ex nltima aequatione derivatur 


7? _ TT PddP" dN / „ dF 2FdM \ 

' Ndx Ndx^ Ndx \ 'da; Mdx )’ 

Lbonhaudi Eulbui Opera omnia I is lusfcitutiones calculi iutegralis 31 
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qui valor oh N — Ms evadit 

Gds GdM Fdds F.ddM , 2J’W dFds dFdM 

sdx sdx Mdx sdx^ Mdx^ MMdx^ sdx^ Mdx^ ’ 

et cuin aequatio inventa, si difPerentietur, det 


O^dH- Gds ~sdG~ + %Fsds + ssdF, 

obtinebimus 


III. 


GdM dG FddM 2Fds 2FdM^ 
Mdx ^ dx Mdx^ dx' "*■ M.Mdx^ 


sdF dFd M 

dx ~Mdo? ’ 


unde, si aequatio 



resolutionem admittat, etiam resolutio succedet huius aequationis 


cum sit 


COROLLAEIUM 1 

350. Si ponatur ut flat z = svF {—), erit 

\d it! / * 

P = A" , Q=GF^ et B = _ 2 F ds + sdF 

dx dx 

neque hoc modo usus istius reductionis restringitur, quoniam, si deinceps 
loco 0 ponatur M^, etiam aequationis hinc ortae resolutio est in promtu. 


COROLLAEIUM 2 
351. Quoties ergo aequationis 
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resolutio est in pptestate, toties etiam huius aequationis 

iw) = + (<^ + S) (£) + {s+ . . 

resolutio succedit, si modo capiatur s ex hac aequatione 

Fds-{- Gsdx~Fssdx + {G--Sr)dx==0; 

turn enim erit ^ ~ “H • Sunt autem litterae F, G, H functiones ipsius 
X tantum. 

SCHOLION 

352. Haec reductio metliodum maxime naturalem supj)editare yidetur 
eiusmodi integrationes perficiendi, quae simul functionum dififerentialia invol- 
vunt. Si enim aequationis pro v datae integrals sit v — cp ‘.t existente t f unc- 
tione ipsarum x et y, ob dv^dtcp'-.t erit (-£) = (-£) f/ : ^ [et] aequationis 
inde derivatae pro 0 habebimus [integrals] 

Deinde si fuerit generalius v = ucp ‘.t, flet 

unde ratio perspicitur ad eiusmodi aequationes perveniendi, quarum integralia 
praeter functionem (p ; t etiam functiones ex eius differentiatione natas cp : t 
atque adeo etiam sequentes cp" : t, cp '" ; t etc. complectantur. Quamobre m 
operas pretium erit banc reductionem accuratius evolvere. 


PEOBLEMA 57 


353. Concessa resokdione huius aequationis 



invenire aliam aequationem huius formae 


fro qua sit 



31 * 
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SOLUTIO 

Facta comparatione cum praecedente problemate habemus 


F^l, G 


m 


et E- 


n 

XX 


unde quantitatem s ex hac aequatione definiri oportet 


ds + — ssdx -{-(f — — dx = 0, 

X \ XX / 


qua inventa ob ~ aequatio quaesita erit 


I (n — m 26?i'\ 

\dy'^ ) \dx^) ' a; \da:/ \ xx dx ) 




seu loco ds valore inde substitute 


fdds 

W 


(ddg\ m ( ds\ m + n . 2ms „ \ 


pro qua est 


n = sv 




I. Ponamus primo quantitatem constantem /= 0, ut sit 

X XX ’ 

cuius integrate particulare est s = ~ existente 

~a-\-ma~aa — n = Q seu aa ~ (^m ~l)a ^ n ^0, 
ex quo ob ~ oritur haec ■ aequatio 


f dd^ \ fddz\ m / dg\ 

WJ ~ W7 + ¥ \1^) + 


2 oj — w + II 




^ « , / dv\ 


pro qua est 


XX 
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seu exclusa n a(m 1 a), si constet resolutio huius aequationis 

fddv\ m ( dv\ 1— 

W) wJ + T — -O' 


pro hac 
erit 


(dde\ fddg\ m ( ds\ (a — — «) 

W) ~ \dxd + ^ \^) + ^ ' 




f dv\ 


IL Maneat f — 0 et qiiaerairms pro s valorem completum 
s = ™ + Y fietque oh n [m — l)a~ aa 

X 

quae per multiplicata et integrata praebet 


t = 


cx 


.m — 2 Of 


Mncque 
unde lit 


OCCX' 


x[cx 


2a~w + l 2« — m + 1 

2 a — wi + 1 


^ a — m +1 a 

•m — 2 or — 1 -f \ yv. 


•1) 


X — 1)’ 


ds 


dx xx~^ * 1) 


- _U 1)03^ — 2k) ^ 2a — 1) 


Hie praecipue notetur casus c = 0, quo fit 


m — a—l , ds — m + a + 1 

s = et = - - - • — 

X dx XX 


-V 


ita ut data aequatione 

fdd'oX fdd^\ m (dv\ a(m — 1 — a) 

\dy'^) \dx^ J ^ X \dx) xx 

pro hac aequatione 

fddg\ (ddg\ . m ( ds\ . {a -{■l){m — 2 — d) 

\dy^ ) \dx^)~' X \dx)' ^ 


XX 


futurum sit 


m — a — 1 , / dv\ 
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poneudo 
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Pro generali antem valore sit m — 2a — 1 = ^, ut habeatur 

o _ ^ _i_ I 

X x{cx?—l) dx ■ XX ' xx{cx!^~l)' xx(cxt‘— ly ’ 

unde, si detur haec aequatio 


/ddv\ "fddv\ 2«-|-/3-l-l a{a-\-^) 

\dy^) VtiiKV X \dx)' xx ^ 

eius ope resolvetur baec 


cum sit 


' ddz \ _ fddg\ 2« + /3 + 1 / 

WiKV ' X \dxJ 


+ ((a — 1) (a + /5 + 1) — 


2 ^ ( /3 + l) 

0X1^— 1 


21P \ 4! 

(cx!^— l)® / XX ' 



CX^ 


— l/x ' \dx) 


III. Eationem quoque habeamus constautis f ponamusque ^ , ut 
facto n = a(m — 1 — a) babeamus 

ds + - ssdx - I = 0 

. OS ccx ~ aa ’ 

quae posito s = -^ -fi j- abit in 


aa 

Sit m — 2a = y, ut aequatio data sit 

/'ddv\ /ddv^, f dv\ afcc + y—1) 

- IsfJ + (tx) + 


et inventa quantitate s prodeat baec aequatio 



2a + y /ds^ , f aa~3tt + ay — v 2ds\ 

X Vd®/ '“V ^ ~~dx)^ 


+ y f Al) _|_ / (« — !)(« + y) 2di ] 

X \dx/~'\ XX ~^tJdx)^’ 


36 U 
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pro qua est 


« I l\ , fdv\ 

-i + rr + ks)’ 


ubi totam negotimn ad mventionem qnantitatis t redit ei aequatione 


X aa 


Hunc in finem statuatur t = a-~ ac reperitur 

ddu ydu 2du yu „ 

dx^ xdx adx 'ax ’ 

cuius duplex resolutio datur, altera ponendo 

u = A-\- BX+ Cx^ + Lx^ + Ex^ + IV -\- etc. 


existente 
B 




ya ’ ■ 2{y—l)a 

altera vero ponendo 


y — i 
S(y — 2)a 


G, B: 


y — 0 

4:{y— 3) a 


D etc. , 


u = Ax^+^ + Bx^^^A- Gx^^^ + Dx^^^ + dBa;>'+® + etc., 
ubi 


5== 


(y + 2)ffl 


A, 


G = 


y 4 
2 {y -f 3)a 


s, 


D = 


y + 6 ^ 

3(y + 4)a 


E = 


y + 8 
4(y+ 5)a 


B 


etc.; 


quarum ilia abrumpitur, si sit y numerus integer par positivus, baec vero, si 
negativus. Qui valores etsi sunt particulares, tamen supra iam ostendimus, 
quomodo inde valores completi sint eliciendi. 


COROLLARIUM 1 


354. Supra autem vidimus (§ 333) banc aequationem 



(m + 'i)(m — i — l) 

XX 


V 


1) Vide L. Eulbri InstituUonim calculi integrcdis vol. II, § 837, Luoneardi JEuleri Opera 

omnia, series I, vol. 12, p. 74. Of. etiam ibidem § 967, p. 177 et § 1036, p. 230. Aequatio 

2 

enim hie traotata ex aequatione § 967 oritur ponendo ?^=l, a = l, h — 0, c = ~y, c = — — , 
f=0, g — in § 1036 vero aequatio huius formae resolvitur per quadraturas. F. E. 
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esse integrabilem, si sit i numerus integer qnicunque, unde colligimns hanc 
aequationem 



+ 


a(m—l — «) 

- - ■' V 

XX 


integrationem admittere, quoties fuerit vel a = m + i vel a == m — i — l 
seu m — 2 a numerus integer par sive positivus sive uegativus, qui casus ob 
t)i — 2tt = y cum casibus integrabilitatis pro valore generali ipsius s inve- 
niendo congruunt. 


COEOLLARIUM 2 

355. Quando autem ex bac aequatione functionem v deflnire licet, turn 
etiam hae duae sequentes aequationes [§ 353] illi similes resolvi poterunt 

dd^\ f dds\ , m /'d0\ , (ci-l)(m~~a) 

w! ~ + ¥ I s-j + — - „ — 

( dd 0\ f dds\ m f dg\ . (a + l)(m — a — a] 

V dfV - Kd^J + \j^) + 

cum pro ilia sit 
pro hac vero 


a , { dv\ 

¥'' + U> 


m — a — l (lv\ 

^ = w 4- . 

X ' \dxJ 


COEOLLARIUM 3 

356. Praeterea vero etiam aequationes alius generis, ubi postremus ter- 
minus non est formae --z, lesolvi possunt, quae inveniuntur, si quantitatis 
a valor generalius investigatur atque adeo constantis f ratio habetur. 


EXEMPLUM 1 

367. Pro^osita aegmtime , 5 , 

■y = TT : (a; -f- </) -f- f/) : (a5 — y'), 

tmemre -aeyuationes magis complicatas, quae Jiuius ope integrari queant. 
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Cum Me sit F 1, G- 0etir=0, resolyatur haec aequatio 


et huius aequationis 
integrale erit 


els — ssdx + Cclx = 0 



Sumta autem primo constaute (7=0 fit — = et - = c — jc sen s = ^ 

ds 1 ... ® c—x 

atque uM quidem sine ulla restrictione poni potest c = 0, ut 

hums aequationis 

/'dd0\ 2 

\dy‘^J \dx^) XX ^ 

integrale sit 

^ + 2/) + f/> : (a? — y)) n : {x y) (p \ {x — y). 


Sit deinde G=aa et ob d8 = dx(ss — aa) Set x = — 

^ ^ 2 a s + fl 2a 

hineque 


unde 


et aequationis 


integrale est 


s—a 

iS* “|~ 0 / 


A 6^“^ et s ^ 


1 — ’ 


ds 4Aaae^‘^‘‘ 

dx [1—Ae^“'^y’ 


dcl0^ 

1 / ddz \ 


dy^ J 

' “ \dA) ~ 

{l — Ae^^^y 


a (1 + Ae^ 

1 , /dv\ 

z == 

''’T— Ze^“^ 

’’+U)' 


Sit tandem G = — aa et ob ds = dx(aa + ss) fit a® -{- & = Ang. tang. A 
hineque 

s = a tang, (ax + 6) et ^ > 

° ^ ^ dx cos. (aaj + o)" 

quoeirea huius aequationis 


fdd0\ 

/ dd0\ 

2aa 

\ dy^ ) ■■ 

\ dx^ ) 

cos. {ax -j-iy 
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integrale est 


a sin. (ax + 1) . ( dv 

^ cos. (ax + J) ^ \ dx 


EXEMPLUM 2 


358. Proposita aeqmtione 


ddv \ i ddv \ 2 

dy^ 


I ddv \ 

v dx^ J xx'^^^ 


cuius integrale constat [§ 357]^ invenire alias eius o^e integrabiles. 

Pro hoc casu hahemus 

d/S — ssdx -)“ (g “j ^ dx = 0, 

qua resoluta erit huius aequationis 

'dd^\ ^ 4- 

' / ' dx) ^ 


integrale 


df 


dx^ , 


0 = SV 


+(s)- 


2dx 


I. Sit primo (7=0 et ex aequatione ds ssdx + 0 fit particula- 

ergo s = P eritque 


riter s= — vel s = — Ponatur 


dt + = 0, 


Hinc txx + i x^=P 
6 3 

, a^ — x^ , 

t = — et 

axx 

unde huius aequationis 


integrale est 


Ergo 


s = ^+J 

Ix^ ■ , 

x{a^- 

"ai®)" ' 

f dds\ 

/ dd^\ 


VdP'y 


ideoque — -l- = 3a; (2 a® -|- .r’) 

dx ' XX ’ 


(a^-xy 


y + 2a;® , (dv\ 
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11. Sit G = et posito s = — + i fit 

cc X ' t 


n, , 2tdx . j ttdx 
dt *4 4- = , 

a; ' CG 


cui particulariter satisfacit ^ === c + ^ , ut sit 


CC-\-GX-[-XX , C?S , 1 

s == 7”^ — ^ — et + 


cx{c-\-x) 


dx ' XX (c + a;)^ 


atque huius aequationis 


integrale sit 


fdds\ 



w/ 




CC-\-CX + XX 


ox , f dv\ 

r^+Ks)' 


cx{c + x) 

Ad integrale autem pro t completum inveniendum statuatur 


fletque 


hinc 


ergo 


unde 


atque 


• I GC . 1 

if ss= (J -j- 

' X ' U 


, , 2udx , dx r\ 7 —ccdu 

du-\ — H = 0 sen dx^ 4T“o 7.7 

‘ c GC l^^CU 


a; == & — 4^(1 + 2 cm), 


u = 


2(6 -a;) 

e ° —1 


2c 


, , cc 

^ ^ 


2c 


et 5 == — 1“ 


/ 2 (6 --a?) \ 

le “ -ij 


e ° —I 


ds 

dx 


? -I- 7 = ZL- = 1 (-1 4- 

; ' XX ttdx tt \ 


! 2(6— a) \ 

:i(c + a:)e “ +x — c) 

2(6— a) 

2t tt\ _ 1 / 4e ° 

a; cc/ tt\xx ^ 2(6-a) ^jS 
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SCHOLION 

369. Quoniam supra [§ 333] inyeninms hanc aequationem 

ddv\^ i(i + 1) 


df 


dx^ 


XX 


integrationem admittere, quippe qui casus oritur ex generali forma (§ 354) 
sumto m == 0, erit problemate hue translato 

is — ssclx + (^/‘+ = 0 

hineque inveuta quantitate s huius aequationis 

+D 

1. Quodsi iam capiamus /’=0, erit particular iter 


integrale erit 


''dd&\ ^ /dd0 
dy’^J \dx^ 


XX 




0 = sv 




ir s === vel a = 

Qj 

unde quidem aequationis integrabilis forma non mutatur. At facto s == = *- -I- 1 

X ' t 

oritur 


cuius integrale est 
ideoque 


M + ^jp+d^-O, 


^ 2M-1 (I 




2*+l' 


x[g — 


et aequatio integrabilis fit 

^ (^) __ + m + i)ffx^i+i + a -p i)(i 2)x 

\dy ) KdxV ^^xxi^-^Y 

n. At non reiecto f sit s = i- + u fietq 


4i-i- 3 


0 , 


me 


du + _|_ uudx = fdx; 


X 
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quae ut in aequationem differentialem secundi gradus facile per seriem resolu- 
bilem convertatur, ponatur 

et prodit^) 

ddr ^drYf 
dx^ . dx XX 


X rax 


Sit Yf—a et statuatur 


ac reperitur 


r = + Da;‘+^ + etc. 




l(2i + 2) ’ 


2(^-f2)a ^ 
2(2i + 3)'^’ 


D = 


2(i+B)a^ 
3(2)- + 4) ’ 


j5J = 


4)a 
4(27+ ^ 


D etc. , 


quae abrumpitur, quoties i est numerus integer negativus. 
Sin autem statuatur 


r = Ax ‘ Ex'- ‘ + ’ -+ Da;®"' -+ etc., 


sequens relatio nascitur 

73 2*a ^ ^ 2(i l)® 7j T\ 2('j— 2)a^ 2(i 3)a 

24 ’ ^ “ 2 ( 24 - 1 )-^’ -^“ 3 ( 24 - 2 )^’ ^~ 4 ( 24 - 3 ) 

quae abrumpitur, quoties i est numerus integer positivus. 


D etc., 


PEOBLEMl 58 


360. Proposita aeqiiatione 

fddv\ fddx\ 2aa 

\dy^) \dx^) cos. (aa; + 6)® 

adm integrale est [§ 357] 

V = a tang, (ax +- &) • (tt : ( a; + ^) +- y : (a; — y)) +- tt' ; (a; + 4/) + cp' \{x — y), 
pet tTansfoTwiationeM Me tTacUtam alias invenite aequationes eius ope integTobiles. 


1) Vide notam p. 247; nam et Me habetur casus specialis aequationis tractatae in § 967 
voluminis II. F. E. 
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SOLUTIO 

Ponamus brevitatis gratia angulum ax -{-h = w, ut sit dca = adx, et ex 
§ 351, cum sit -F==l, (t = 0, quaeratur quantitas s ex hac 

aequatione 

da — ssdx -\-{c dx = 0 

\ . cos. rav 

eritque huius aequationis 

Yddg\ /dd0\ / 2 aa . 2 ds'\ 

Kdif) \dx^) NCOS. c 3 ®* dx ) ^ 

integrale z ~ sv seu' 

^-=asi&-ng.a}-(n -.{x-{-y) + cp:(x — y)) + s{n':{x-\-y) + r/i' : (a; — iy)) 

+ (^ ; (a: + 2/) + fyj : (a: — y)) + a tang, co -{n :(x + y) c/j' :{x — y)) 

+ 3T":(a5 + 2/) + ^":(® — 2/). 


finem ponamus 

s = a tang, co — 

fietque 

ds aa ddu 

dx cos. 03 ^ udx^ 

et facta substitutione prodit 


du 

udx^ 

I 

I 


«» ««sin.(a2 2aa 2ocdu , 

cos. (0^ udx^^ 


COS. 0)*^ cos. 03® 

lam ob 

sumatur a ita, ut fiat 


aa sia. m 


aa 

'■ 9 “T 

cos, 03 '^ ' 


cos. co^ 

~aa + aa-\-2aa = 0 . 
Capiatur ergo a^— a, ut sit 


s 


tang. CO 


du 

udx^ 
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et pro quantitate u inyenienda haec habetur aequatio 


ddu 

udx^ 


+ 


^adu 

udx 


tang. CO 4" = 0 


posito C7= — aa — naa sen 

ddu . 2 du , 

ob dx — -—’, cuius resolutio non parum ardua videtur, inter complures autem 
modes earn tractandi Me ad institutum maxiine idoneus videtur. 

Fingatur 

u==A cos. Xv3 -\-B cos. (A -|- 2)co + G cos. (A + 4)co + etc. 

eritque 

^ = — AaI sin. X(o — (A 2)jB sin. (A -f- 2)co — (A 4) (7 sin. (A ‘t)® — Gtc., 
^^2 ~ — ' cos. Aco — (A + 2)®J5 cos. (A -|- 2)co — (A + 4)^(7 cos. (A + 4)co — etc. 


et aequatio bac forma repraesentata 


2 ddti 
dcA 


COS. CO + 


idu 


- sin. (D -\- 2nu cos. co = 0 


dabit 


0 == — AA..4 COS. (A — l)co — (A + 2)^73 cos. (A + 1) ® — (^ + 4)^(7008. (A4-3)oj — etc. 



— AA^ 

- (A + 2)^.5 

— 2A^ 

— 2(A+2)j5 

— 2(A + 4)C 


+ 2AJL 

4-2(A + 2)5 

+ nA 

-|- nB 

+ nC 


-b nA 

+ nB 


unde A ita capi oportet, ut sit 

AA + 2A==n sen A = — l + /(« + !) 

duplexque pro A babeatur valor. Praeterea vero secundus terminus ob 
n = AA + 2A praebet = tertius vero commode dat (7=0, unde et 

sequentes omnes evanescunt. 
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Sumamus n = mm — 1, ut sit 


CO 


^ = — 1 -i- m et J5= A , 

— i+m 

atque integrale completum concludi videtur 

u = A (^cos. (m — l)co + cos. [m + 1) ( 

+ ?[,(^cos.(«i + l)to + cos. (to — 

At = (to - j- 1)5 et 31== (to — 1)35; 

M = (to + 1)(5 + i8) cos , (to — l)co + (to — 1)(5 + 93) cos. (to + l)co; 

ubi cum binae constantes in unam coalescant, hoc integrale taiitum est parti- 
culare, ex quo autem deinceps completum elici poterit [§ 361, 362|. Cum 
ergo sit ■ 

_ (mm 1) sin, (to — l)a) — (mm — 1) sin. (to -|- 1) ra 
ucla (to + 1) cos. (to — 1) (a + (to — 1) cos. (to 4- 1) m ’ 
est 

1 = _ tang. CO + - Dm + B i n, (to + l)ra) 

cc (to + 1) cos. (to — 1) q) '+ (to — 1) cos. (to -|- 1) (a 


Sit 

fiet 


pro aequatione 


ds ss ,2 

' 1 ’ mm -I— :== 0 

adm aa ' cos. 


ob C~ — {n-\-'^)aa~ — mmaa. 

Illud autem integrale inventum ad hanc formam reducitur 

- == — tang. CO + “ “ 

® TO + tang. TO CO tang, m ’ 

quae expressio substituta illi aequationi egregie satisfacere deprehenditur. 

Scntaus eiUB loco @ ac ponamos i-® + i pro mtograli completo oil- 
ciendo prodibitque 

dt 2 @ 1 

ttdm t it ^ ^ "I" 2 QtdcD -[- do) ~ 0. 
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Erat autem modo ante 


unde 


0 = — = — tang. CO — 


du 

udm’ 


C Od(o = I cos. CO — lu et 

^ uu ’ 


qui est multiplicator pro ilia aequatione, sicque fit 


At est 
ideoque 


t cos. 05*' _ ^ J 'dcocos.ai^ 


uu 


uu 


u = 2m cos. mm cos. co + 2 sin. mm sin. co 
^ ^ da 


(w cos. mo) + sin. jna tang, co)^ 


A- 




(m cos. WK) + sin. mco tang, gd)^ ’ 

cuius postre.mi membri iutegrale deprehenditur 

’ m tang, mco 4- tang, oj — m gin, mco tang, co cos. mm 


m {^im l ) (m -f* tang, m oo tang, o?) m {pi m — l'){^n cos. 7 )i co -|- sin, co tang, oo) ’ 

ita ut sit 

cos. moo tang, co — m sin. 7 n go 


t 


(m cos. moo + sin. m co tang, oo)^ 


sen 


m{mm — l)(m cos. mm + sin. mco tang, co) 


m(mm — 1) 


t {G{m Gos.mcD + sin. mco tang. co) + cos. mcotang.oo— m sin. mco) (m cos. moo -f- sin. mm tang, co) ’ 

cui addatur 

(mm — l) sin. mm 


0 = — tang. CO + 
ut prodciat , eritque 
s 


a 


tang. CO 


m cos. mm + sin. mm tang, co ’ 
(mm — 1)((7 sin. mm + cos. mm) 


G{m cos. mm + sin, m m tang, m) + cos. mm tang, m — * m sin. mco 


seu 


s (mm — 1 — tang. m^){0 sin. m m + cos. m m) — m tang, m ( Geos, mm — sin. mm) 

a G{m cos. mm + sin. mm tang, m) + cos. mm tang, m — m sin. mm 

COEOLLAEIUM 1 

361. Hie praecipue notandum est huius aequationis 

ddii , 2dit 


' tang. CO + ~ 1)^ 0 

Leonhardi Euleui Opera omnia Iia Insfcitutiones calculi integralis 


dm^ dm 
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integrale particulare esse 

M = m cos. wc(j cos. CO + sin. oj ; 

aliud vero integrale particulare reperitur simili modo 

u = m sin. mm cos. co — cos. mm sin. co, 
unde concluditur completum 

= A{m cos.mco cos.co + sin.jwco sin.co) + B{m mx.mm cos.co — cos.mco sin. co). 

COEOLLAEIUM 2 

362. Si hie ponatur 

A=G cos. a et J5 = — G sin. a, 

hoc integrale completum ad hanc formam redigitur 

u= G(m cos. (jwco + a) cos. co + sin. (mm + a) sin. co) , 

quod quidem ex integrali particulari primum invento statim concludi po- 
tuisset, cum ihi loco anguli mm scribere liceat mm + «• 


COEOLLAEIUM 3 

363. Hinc multo facilius reperitur valor 


= — tang. CO 


du 


cum enim sit 

erit 

s 

a 

hineque 

ds 


dm 


tang. CO 


G(mm — 1) sin. (mm -j- ct) cos. 


CO, 


(mm — 1) sin, ( mm -f- a) cos. co 

m cos. {mm + a) cos. m + sin. (m co -|- cc) sin. co 


ds 


+ 


(m m — l)(m® cos. co® — sin. {moo -|- cc)®) 


adco aadx cos.co® (w 2 ' cos . (toco + cs) cos. co -j- sin. («ico -(-«) sin. co)® 

et aequatio, cuius integrationem invenimus, erit [§ 360] 

fdd2\ . / dd^\ ^ ^{m'm — l')aa{m ^ cos. co^ — sin. (m cd + 

\di/V \dix?) (moos, {mm + cc) cos. co + sin. {mco ^ a) sin. 03 )^ ^ 
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eiusque integrale colligitur 

maa( m sin, {mm + a) sin, to -f- cos, (wco + «) cos. 03] ^ 

^ )W COB.(ma) + «) cos. (D + sin. (toco + a) sin. CO (^ • (^ 2/) + • (^ 2/)) 

(toto — l)asin.(TOa) + (x) cos. CO / './ ^ ' / 

TO cos. {mco + ex) cos. co + sin. (to co + cx) sin. co ‘ W “t” • (^ W 

+ (7r":(a3 + 2/) + 9":(a; — «/)) 

existente m = ax -\-h. 


SOHOLION 1 

364. Omnino memoratu digna est integratio hums aequationis 
ddu 2du . A 

unde occasionem carpo hanc aequationem generaliorem tractandi 

ddu , 2fdu , , n 

1'^ + d^ " + 5 '^ - 0 ’ 


quam primum observe posito 


F = ■— " + F ’ 


ut sit 

abire in hanc formam 


U = cos. cu®-''"''’'!’, 


IS - 2^- !)>' = ». 

ita ut, si ilia integrabilis existat casu f=n, integrabilis quoque sit casu 
f = — n — 1. 

lam pro ilia aequatione ponatur 

u ~ A sin. Xoj + B sin. (A + 2)co + G sin. (A + 4)co F D sin. (A + 6)co + etc. 


et facta substitutione in aequatione 
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reperitur 

-A A^sin. (A- 1 ) a)-(A +275 sin. (A+l)co-(A+47 (7sin. (A+3) co-(A+ 6)'-D sin. (A+5)co 
— AAAL — (Jl+2)®B — (A+4)‘'C' 

4- 2XAf +2(A+2)5f +2(^ + 4)6y 

— 2XAf —2(X+2)Bf —2{X+i)Gf —2{X + (\)I)f 

4- Ag + Bg 4- 

4- 4- Bg 4- ^9 + ^9 

Oportet ergo sit ^ = AA + 2Xf-, turn vero coefficientes assumti ita determinantur 

T. A C. + = etc 

^ = I+7+i^^ 2(^ + /-+2)-^’ 3(14/-+ 3) 

Statuamus ergo g = mm — ff, at fiat X = m — f et aequationes nostrae sint 


et 

existente 


^2 - — i?-- ^^ang. CO 4 {mm - (/'+ 1)> = 0 


d(D 


u = v cos. co^’^+* sen v 


u 


cos. 


Quoniam nnnc series nostra abrumpitur, quoties est f numerus integer, per- 
curramus casus simpliciores. 


ideoque 


I. Sit /"= 0; erit A = m et 

B = 0, (7=0 etc. 

A sill, m CO 


cos. CO 


ergo 


M = At sin. mco et v 

II. Sit f=l] erit A = m — 1 et 

+ 

= (wi 4- 1) sin. (m — l)co 4- (m — 1) sin. (m 4- 1) 


o=» otc., 


a> 


et V 


seu 


u 

— m sm. mw cos. w — cos. mo sin. co. 
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III. Sit /'==2; erit 2 = ot — 2 et 


hinc 


2(ot — 2) ^ <nr_ w — 1 p_(m— l)(m — 2) ^ -n n 

«*+l ’ 2(^+2)-® (OT+l)(m + 2) ^ — ^ 


= (m + l)( 75 i + 2) sin. [m — 2)aj + 2(m — 2)(m + 2) sin. mo? 
+ [m ^l](m — 2) sin. (m + 2)c 


OJ 


indeque v = 


sen 


2 a 


— + 2) sin.mo} cos.2(n + (mm — 4) sin. mo? — 3m cos.mco sin. 2a). 


IV. Sit f=3; erit A = m — 3 et 


JB 


3 (m — 3) 
m + 


et D = -f^-^(7, U = 0 etc., 

1 2(7W + 2) 3(m+3) ' ' 


m — 1 


ergo 

a 


(m "f* l)(m + 2)(m -1“ 3) sin. (m — 3)a) + 3(m + 2)(m^?^ — 9) sin. (in — 1) 
+ (^ — — 2)(m — 3) sin. (m + 3)a) + 3(m — 2)(mm — 9) sin.(m + 1) 


O) 


existente v 


u 


cos. co^ 


V. Sit /'=4; erit A = m — 4 ac reperitur 


— = + l)(m + 2)(m + 3)(» + 4) sin. (m — 4) cw 

+ 4 (m 4- 2) (m + 3) — 16) sin. (m — 2)a) 

+ (m — 1) (m — 2) (m — 3) — 4) sin. (m + 4) o) 

+ 4(m — 2)(m — 3)(mm — 16) sin. (m + 2)co + 6(mm — 9)(mm — 16) sin.mo) 

existente v = ’ nnde ratio progressionis per se est manifesta. 

Notari antem convenit, si posuissemns 

u = A cos. A 0 ) + 5 cos. (A + 2) o) + C cos. (A + 4) o) + etc. , 

easdem coefficientium. determinationes prodituras fuisse, ex qua M duo valo- 
res coniuncti integrale completum exhibebnnt; qnod etiana ex forma inventa 
colligitnr^ si modo loco anguli mo) generabus scribatnr mo) + a. 


... T.T..TPn..T...TOmSPAESPBIMA SECTIO SEOUNDA 0APUT;^^3_66_L31^0 

SOHOLION 2 

365. Plmibns aiatem aliis modis eadem aequatio 

tang. 0 ) + (/ M = 0 

dm^ ' dm 

tractari et eiiis integrate per series exprimi potest, unde alii casus integra- 
bilitatis obtinentur. 

Ad hoc primum notetur posito u = sin. co^ fore 

— = A sin. co^"‘ cos. w hincque j— tang, co == A sin. co'' 
dm 

et 

= 2fA — 1) sin. cos. w®— A sin. co^ = A (A — - 1) sin. e/"* — A A sin. co\ 

dm^ 

Hinc, si ponamus^) 


u — A sin. co^ -|- jB sin. ^ sin. co^ -j- I) sin. ru* ' -|- etc. , 

facta substitutions adipiscimur 

0 = A(A — l).4sin. (A + 2) (A + 1)JS sin. m’A- (A-h 4)(AH-3) 0 sin. + etc., 

— AA.d. — (A -|- 2y 1:1 

+ 2XfA + 2(A-|-2)/’/J 

d" 9-^ d" 9^^ 

unde sumi oportet vel A = 0 vel A = l; turn vero erit 


_ n-^lf ~ g . _ _ (A + 2/ 2 (A + 2 )/--^- g 

^ { '1 A- ■\\( h ^ I o\/"l I A ^ 


(AH-l)(A + 2) 


(A + 3)(A + 4) 


./)’ etc. 


1) Vide notam p, 247. Observandum enim est aequationem diifei’ontialGm nos tram, si ponatur 
sin. £0 = 01, hano induere fomam (l — oioj) ddu + (2/'— l)xdx(l\i + gudx^ ===== 0, quae iterum in 
forma generali § 967 vol. II continetur. Oeterum Eulbiius ipse banc formam tractavit in Com- 
ment atione 678 (indicis ENBSTiioEMiiANi) : Methodiis nova invesUgandi omnes casus ^ gtiihus ho/tic 
aequaiionem differenUalem ddy(l — axx) — hxdxdy — cydx^^ 0 resolvcre licvii Institutiones 
calculi integralis 4, 1794, p. 533; Leonhardi Euleri O^era omnia^ series I, vol. 23. F. E. 
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Hinc duo casus evolvi convenit: 

A = 0 


B 


-9 


1-2 

^ 3-4 


B 


16 -8/--^ 




36 — 12/’— gf 
. 7-8 

etc. 


JD 


A = 1 

0 - 


2-3 

Q-6f~-g 


-A 

-B 


4-5 

25 - 10 /’-^., 
■^ = 6^7 ^ 


E-^ 


8-9 

etc. 


D 


Integratio ergo succedit, quoties fuerit g = ii — 2if denotaute i numerum iu- 
tegruui positivum. Quare cum posito « = 'ycos.c»^-^'^^ aequatio transformata sit 

haec ideoque et ilia erit integrabilis, quoties fuerit 

g=(i-^lf+2(i+l)f, 

quos binos casus ita uno complecti licet, ut integratio succedat, dum sit 

g = a 2if. 


SOHOLION 3 

366. Bidem aequationi adhuc inbaerens, cum posito m = cos. co^ sit 


= — A cos. sin. CO 

dm 

ideoque 

tang. CO = — A cos. co^”* + ^ cos. co^ 

yv M ^ 


^ x(X — l)cos. C 0 ^“^ — AAcos.co\ 
dm^ ^ ' 

statuo 

A cos. co^ + B cos. co'+H- <?cos. co^+' + D cos.co’+' + etc. 
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et facta substitutione orietur 

0 = a(A — 1) ^ COS.OJ^-' + (2 + 2) (A + 1) 5 cos. + (A + 4) (A + 3) G cos. +'+ etc. 

XXA - (A + 2)^Ji 
— 2XfA — 2(A-i-2)/'I? — 2(A + 4)/’6^ 

-|- 2XfA “b 2(A-|-2)/’J5 

+ gA + gH 


Oportet ergo sit vel A = 0 vel A = 2/'-(-l! vero 


B 


XX-2Xf—g 


(A + 2)(2 + l-2/') 
et ambo casns ita se habebunt: 

A = 0 


^sA, 


B = 


-9 


G- 


D 


2 ( 1 - 2 /') 

4(3-2/’) 
16-8/’— ,9 

etc. 


.4 




G 


( A + 2/ -2 ( A - I - 2)/'-. 9 
(A + 4)(A + 3 - 2/’) ■ 


A = 2/’+ 1 

1 + 2/'- 9 , 
2 (2/" -I- 3) 


B etc. 


G- 
B - 


9 + 6/’-, 9 


B 


4(2/'+ 5) 

26 + 10/ -.9., 
6(2/ +7) 

etc. 


Ex priori integratio succedit, si 

g = Aii — iif, 

ex posteriori, si 

g={2i + iy + 2(2iYi)f: 

qui casus cum iis, qui ex transformata nascuntur, iuncti eocban ri«leunt ac 
iu paragrapho praecedente inventi. *) 

Omnes ergo bactenus inventi integrabilitatis casus buc revocantur, ut 
posito g^mm~ff sit vel f==±i vel m==i±f, boc est vel f=±i vel 


1) Notandum est hie ex aequatione transformata novos casus integrabilitatis non nasci, sed 
eos solos, qui inodo inventi sunt; revera ergo § 366 non omnes praebot casus integrabilitatis, qui 
in § 365 obtinentui’. E. E. . 
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+ i + Ceterum lii posteriores casus etiam ex prima resolutioue 
(§ 364) sequiintur, ubi series quoque abrumpitur, si A = — i ideoque 

g = mm ~ff=ii — 2if, ergo i — f= + 

et transformatione in subsidium yocata f = + i + m. Contra vero casus 
primo inventi in resolutionibus posterioribus non occurrunt. 


PROBLEM! 59 

367. Concessa liuius aeguationis integratione 


^ ddv"^ pi ddv'^ 


\-dfJ = ^ 
invenire aequationem huius formae 

pro qua sit , , •, x / , v 

/ ddv\ , I dv 


dx 


sv, 


ubi F, G, JB, P, Q, B et r, s sunt functiones ipsius x tantum. 

SOLUTIO 

( ddB\ f d^v \ , / d^v \ . ^/ddv\ 

\W/ “ \dx^dyy ^ Kdxdi/J '^^\dy^ J’ 


Cum sit 


ob 

erit 

et 


\dxdi/) ~~ \dxG dx \dx\J dx \dx) ' dx 

G -\- S 


/ d^v ' 
\dx^dy^. 


fg 


+ 

ddF / 

'ddv\ 

1 + 

ddQ 1 

'dv' 

do(? * 

Kdx^ ) 

dx^ ' 

\dx. 

+ 

2 dG" 


+ 

2dP 


dx 


dx 


+ 

H 






Leonhabdi Eulbm Opera omnia I is Institutionea oalouli integralis 


.Si 
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His iam substitutis necesse est, nt omnes termini affecti per (g-J), 

et V seorsim evanescant, unde sequentes resultant aequationes: 


ex 


f 

W/ 


fdH\ 


fddv\ 

\dx^) 


dv 

dx 

1 ) 


I. F=F, 

TTT TT I ^ dG" I ddF I y-Y I TdF * ~J 7 fn 

III. E+^ + ^+ar + -^^^ + ]!S 


ttt 2dII , ddG , rr 

IV. ^~ + ~eTr4-ifr 


dx 


dx^ 


rdG 

dx 


^Gs-=P 


P[s -\- 

^2ds ddr 
dx d'F 


) -I- Qr ■ 

dr 


2 dr 
dx^ 


l-(^ U'H 


dx 


ddH , rdH , ^ _ ^^dds 




li, 

-1- Hr, 


Ex prima fit P= F, ex secunda Q = G -\- > ex tertia 


-p rj-.^dG ddF 


rd-F-]- 2Fdr 
dx 


qui valores in binis ultimis substituti praebent 

2dH ddG rdG + Gdr rddF 2dFdr ‘2sdF -\- '^Fds 

dx dx^ dx ~dW Wx^ dx 

_L 2Prc?r __ Fddr _ „ 

g|. dx dx^ 

ddH rdH sddF+ 2dFds + Fdds 2sdG+Gds , s(rdF+2Fdr) ^ 
dx> ^ dx d? “ ■ d^ + 
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quarum ilia sponte est integrabilis praebens 


2ir+ 


dG 

dx 


Gr' 


T d F F dtT 
dx 


2Fs + Frr=A, 


deinde binis illis aequationibus ita repraesentatis 


dd.Fr 2d.Fs d.Frr ddG d.Qr 2dH 

dx^ dx ' dx ' dx^ dx dx 


dd.Fs s d.Frr 2sdO-\-Gds rdH , ddJS 

dx^ ' ~r dx dx dx^ 


vel adeo hoc modo 

- iPr) + 2d. (if - i?’s) == 0 , 

Qi 30 

J_ 2 Fsdr + rsdF- Gds -2sdG + rdE^ 0 
dx 

ultima vero ita repraesentari potest 

— 2sd. (G — Fr) — ds(G~ Fr) + rd. {H— Fs) = 0. 
dx ^ 

Quodsi iaru prior per H— Fs, haec vero per {G Fr) multiplicetur, 
summa fit 

{H-Fs)dd.{G-Fr)-(G-Fr)dd.{E-Fs) ^ — Fr){E — Fs)dr 

Wx 

+ 2 (ff - Fs) d. {H - Fs) -r{H- Fs) d.{G - Fr) 

-I- 2s{G -- Fr)d.{G - Fr) + {G — Frjds — r{G — Fr)d.{H— Fs) = 0, 

cuius integrale manifesto est 

( Jj - Fs) d(G-Fr)-^(G- Fr)d{H^ Fs) 
dx 

+ {H— Fsf + (G — Frys — (G — Fr){H— Fs)r = B. 

Integrale autem prius inventum est 

d.{G~Fr) _ __ _j_ 2 (E— Fs) = A, 

/7 /y ' ^ 
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quae per H— Fs multiplicata et ab ilia subtracta relinquit 

_ (G~Fr)d.{H--Fs ) _ ^ _ p 

d/Cc 

sicque babentur duae aequationes simpliciter differentiales, ex quibus binas 
quantitates r et s deflniri oportet, quibus cognitis etiam functiones P, Q et 
R innotescunt. 

COEOLLAEIUM 1 

368. Si sit F==l, 6^ = 0 et S=0, aequationes inventae erunt 

dr , n 4 sdr — rds . , 

— ^ — h fr — 2s = a et — + ss = a, 

dsc dx 

unde dx eliminando fit 

rds—sdr h — ss rds b + as ss — rrs 

dr a + ^s — rr dr a-{-2s — rr 

cuius resolutio in genere vix suscipienda videtur. Sumtis autern constantibus 
n = 0 et & = 0 aequatio ^ posito s = rrt transit in 

rdi + 2tdr U — t rdt 

dr dr” 2l— 1 ’ 

unde fit 

dr __dt{l — 2t) _~dt dt , _ 1) 

r et r = ^ 

bine 

1)® 

^ ~ 1 

COEOLLAEIUM 2 

369. Pro eodem casu singular! ponamus 3^~ 1 = m", at fiat 



^au 

et 

1 +?{*' 

lam ob a = 0 est 

1 -|-M® 


1 

II 

dr sdr 

at 

2s 

rr{l — 2 rr (l — 2 i(r') 


II 

! 

_ 2udu _ du{l — 2u^) 


rr ^auu 

3a ‘dccuu ’ 
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ita ut sit dx = 


du 

a 


hincque 


— == 0 — ax et M = ~ — , 
u ' (i—ux’ 

ubi quidem salva generalitate sumi potest /3 = 0 et ^ = unde fit 


facto 



Tandem ergo colligitur 


— 3xx 


3a: 
+ c'‘ 


p=l, (3 = 0 et 


6 a; (2 c® — a;®) 
(c® + a;^®^ 


OOEOLLARIUM 3 

370. Proposita ergo aequatione , cuius integrale est 

v = r:{x-{-y) + J:(x — y), 

buius aequationis integrale assignari poterit 

(ddA fdd 0 \ 6a:(2c® — a;®) 

\^/ Vda;®/^ ‘(c® + a:®)® ’ 

est enim 

fddv\ 3xx f dv\ 3a! 

^ ^ to; ~ \dx) ^ c®+ a:® ' 


SOHOLION 1 

371. Haec pro casu G = 0 et H=0 multo facilius atque gene- 

ralius computari possunt pro quocunque valore quantitatis a, dum sit J = 0; 
turn enim altera aequatio statim dat 


hincque 


dx = 


rds — sdr 
ss 



et s 
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ex quo prima aequatio hanc induit formam 


*1 _ rr — - + = 0 - 

dx , « 


Ponamus r = y ; flet 


— + adx = 0, 

' X 

cui particulariter satisfacit 
Statuatur ergo 
ac prodit 




X 

1 . 1 




du *d" dx "p ^'wdx'Y x 0 , 

quae per multiplicata et integrata praebet 


ideoque 


et 


et 


ac propterea 


2 ]/« 2 /a 

1 2 e^-''y‘‘]/a _ 2 ]/« 

li e^«y« 1 

1^1 + !fl’* +J Va = ‘ + ” |/« 


r = 


n(xya-l-l) + /y-^y"(xl/a - ^) 
— a(n — 

»(*]/<•< + l) + - l) ' 


turn vero postreiuo 

P=l, ^ = 0 et li 


2 dr 'Ir 

- . 2rr- - -1- 2ft 

tt X X 


seu 


JJ ^ — 2a(w?t — — 2 we 2 »i/o ^ — 2 a(» — -|- 8nfi«a;frfi^*>^“ 

(w(a;]/a + l) + e2»V'»(a;-|/„_i))2 “= {n{xyu-\- 1) -|- 
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Si iam snmatur a evanescens et + formulae ante [§ 369] 

inyentae resultant. At si a sit quantitas negatiya, puta a = ~ capiaturque 
n ^ reperitur 


— mmx(P cos.mx -\- ccsm.mx) 


-mmx QOB.(7iix + y) 


/3 cos. nix + a sin. mo; — mx (a cos. mx — ^ sin.??ia;) cos. (mx + 7 ^) + mx sin. {mx + y) 


indeque 


mm cos. (mx + y) 

cos. (mx + y).-j- mx sin. (mx + 7 ^) 

2 mm(Qos.{mx y)^ — mmxx) 

(Qos,imx + y) + mxsm.(:>nx-\-y)y 


Quantitas B reducitur ad hanc 


Snaaxx — 2a(ne~^^^ — e^V^y 
(n{l-{-xyd)e-^y‘‘ — (l~xya)e?=y‘^y’ 


quae forma sumto a valde parvo abit in 


Snaaxx 


— ^a{i% — 1 -f- 1) 5/ -| 2 axx g ax^ 

— Y(n~l)aa;a; + y + + etc.j 


y a -{• etc.^ 


Statuatur n ^aVa, ut sit 

n — l = pa'Va et ^^ + 1 = 2 + 

erit 

n . daaxxya 1 qt/ \® 

2a\Qaya—2xya~~^aax + - — ^ -ax^yaj 

B ' ~~t ' 7 ^ ~ 2 / \^ ^ 

// 3 al/a— Y/ 3 aaiBa;l/a + y 1 /aj 

ubi numerator fit 

^aaxx + 8l3a^xxya — 2a(p(Sa^ — 4:(3aax — 2(3(3a^xya -}- 4:axx + -aax^, 

ubi cum termini per aa affecti se destruant, retineantur ii soli, qui per ft* 
sunt affecti; erit idem in denominatore observando 
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quae iam facile ad formam 

6a:(2c^ — a?®) 

reducitur sumendo 3/3 == 2 c*, ut sit /3 = ^ c*. Quare hie casus oritur 
sumeudo a evanescens et = 1 + 


SCHOLION 2 


372. Cum evolutio solutionis inyentae sit difficillima neque ulla via 
pateat, quomodo ambae quantitates incognitae r et s ex binis aequationibus 
erutis deflniri queant, in scientiae inorementum baud parum. iuvabit obser- 
vasse idem problema per repetitionem transformationis in primo problemate 
[§ 349] buius capitis quoque solvi posse neque proinde usu carebit has duas 
solutiones inter se comparasse. 

Proposita ergo aequatione 


ponamus primo 



ac p ex bac aequatione determinetur [§ 351] 

Fdp + Gpdx — Fppdx + ((7— ll)dx = 0 
ac turn ista resultabit aequatio 



2 Fdp + pdF 
dx 


U. 


Nunc pro liac aequatione porro trausformanda statnamus simili modo 



ita ut sit quoque 


331-332] TRANSFORMATIO SIFTGULAEIS EARUFDEM AEQUATIONUM 5 

et quantitate q ex hac aequatione definita 

Fd,+ (a+'^)tdx-Fqidx + {B^E-~^+^-^^^i^^ix~0 


orietur haec aequatio 




cuius quantitates P, Q, It ita se habent 

P^F, 

et , • 

^ ^ , 2d(x ^FdpFpclF ddF ^Fdq + qdF 

. “ ^ dx dx'^ dx 

Cum hac ergo solutione convenire debet ea, quam postremum problema 
[§ 367] suppeditavit; in quo cum statim posuerimus 


erit utique 


(ddv\ , f dv\ , 

" -W) + '■($) + *’'- 


r—p + q et s — ^+pq. 


unde quidem statim valores pro P, Q et It manifesto prodeunt iidem. 

Verum multo minus apparet, si pro r et s isti valores p et q substi- 
tuantur, turn istas binas aequationes 


d.{0-F r) 

dx 


(G — Fr)r + 2{H— Fs) = A 


(G-Ir)d.{3-Fs ) ^ _ Frfs — A{H — Fs)==B 

doG 

ad eas, quas ante invenimus, reduci 

^^Gp-Fpp- E-F C= 0 
a cc 


Leonhardi Euleri Opera omnia Iis Institutioneis calculi infcegralis 


35 
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ita ut hae. constantes G et I) ad illua A A, B ccsrtam teneant relationem. 
Interim patet has postremas aequationc'S multo ('ssc. sinipliciores, dim prior 
duas tantum variabiles i? et a; coniphaditui* iiKhapia p jior ;k, cuius F, Q et II 
sunt functiones datae, detertninari di'liot, (|ua iiivuiita (luautitatim q simili 
modo ex altera aequafcione elici oiiortofc. Vhn’um iu ainbabus superioribus 
aequationibus binae variabiles r et .9 ita inter se. sunt pinanixtae, ut nulla 
methodus eas resolvendi vel adoo ad aiMiuatirnuuii intiu’ duas tantum varia- 
biles perveniendi habeatur. Cum igitur cmiiim sit priores solutu diflicillimas 
ad posteriores multo lucilioros ope suliHtitutionum assignatarum porduci 
posse, sine dubio methodus banc reductioiicm (d'licmmdi baud contemnenda 
subsidia in Analysin esse allatura I’idetan*. 


8(,:ii()!d()N ;i 

378. Cum adeo consonRus liarnni duarum soliitioimm niaxiims sit abscon- 
ditus, casum specialem accuratius pifrpendi (‘xpcilii-t. 

Sit igitur ,F==1, Cc () et // () ac tiinac priores aiupiationes inter 

r et s has induent formas 


1. 



2,9 


nh 


d.r 


rrs 


B, 


posteriores vero istas 


III. 


dp 

dir. 


pp I G 0 et, [V 


(/7 

il.j 


'/'/ 


‘lip 

dt 


I) (). 


quas cum illis certiim ost itii, coliaei’ere, ut, sit. 


I j I 

r p \ n et ,9 , pq. 


Ut saltern consonsuin a poHteriori iignostuimus, sit (' mm (it tertia dat 


hinc 


dx ■ - 

mm ■)■ pp 




334>>-335] TRANSFOEMATIO SINGULARIS EARUNDEM AEQUATIONUM 275 

Hinc cum sit = ©rit 

s ^ mm = 7n(m + r tang, mx)^ 

qui valor in I substitutus dat 


sen 


secunda vero ob 

abit in 


--dr 

dx 


+ rr — 27nr tang, mx — 27nm = A 


dr 

dx 


= rr — 2mr tang. 7nx — 2mm — A ; 


ds 7ndr , , ^ninr 

= —— tang. 7nx + ^ 

dx dx ^ cos. wjo;- 


7nrdr , 

tang, mx 

= mr^ tang, mx — 2 ‘mmrr tang, mx^ — 7n(^A + 2 m7n)r tang. 7 nx — 771 ^ — Amin S, 
ex quibus dr eliminando fit ^ = Amm + Pro quanta vero ob 


resultat 


q = r — p = r — m tang, mx 
dr 

— = f f — 2mr tang, mx — mm — D, 


ita ut sit D = mm + J,. Consensus ergo nostrarum aequationum in hac con- 
stantium relatione consistit, ut ob 'mm = — C sit 


D = A—G et B = — C{A — G) = — CI). 

In genere vero etiani eaedem relationes locum habent; nam si III ot IV 
in unam summam colligantur, ob G J) = A et + 2 = 6rit 


Fdi- 

dx 


+ Gr^ 


rdF 

dx 


— Fpp — Fqq — ■ 2R 


dG 
dx ‘ 


^Fdp 

dx 


^ = 0 ; 


cum vero 


sit f 

dx 


8 —pq, fit 


Fdr-\-rdF—dG , ^ ^ a rr . tt i ^ a 

^—r Gr — Frr — 2E -\- 2Fs + AL 0 

(XX 

seu 

iL(2^ _ (e _ Pr)r +2(E~Fs)-A, 
quae est ipsa aequatio prima. 


35 * 
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Porro aequatio tertia ob || = s — dat 


Fs — Fpr Gp — H -{■ G sen C=S--Fs — p(G — Fr)\ 
quarta vero reducitur ad banc formam 

+ (>a + 4?-I'll-B-‘^-+Fs-Fpq + li^+D-0 




sen 


dx 

d.{Fr~Q) 


Mncqne 


■ g{G-Fr) + E-Fs, 


d® ' ^ " ' dx 

'^g{G-Fr)~H+Fs + F==0 

j d.{G-Fr) 
dx 

ex quibus concluditur 

GL = -^q(G- Fr){E- Fs) + {E~ Fsy 

_ p {a - Fr)jl (G- Fr ) ^ ^Frf^p(G- Fr) {E - Fs) . 

Ex secunda vero babemus 

B = __ {H-Fs)d.{G-Fr ) 

dx dx 

-(E- Fsy -{-(G- Fr)(E- Fs)r -~(G~ Frys, 

quibus expressionibus coniunctis fit 

^_ + F _ d. {H— Fs) pd.(G- Fr ) dp(G — Fr) 

G~Fr dx dx "dS 

d.{H Fs') — d.p(G — Fr) „ 

dS -- = 0, 


siquidem est G ^ E- Fs -p(G - Fr), ex quo etiam in genere est 

B=^~GE et A=G-\-B. 

Interim tamen bine non perspicitur, quomodo ex aeqnationibus I et II 
binae reliquae III et IV derivari queant. 
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SOHOLION 4 


374. Omnibus bis diligenter pensitatis manifestum fiet totum negotium 
ope substitutionis satis simplicis confici posse. Quod quo facilius osteudatur, 
ponamus brevitatis causa G — Fr = B et H~ Fs = S, ut habeantur hae duae 
aequationes 


1. A ^ 
II. j5 = 


dR GR . BE . 

EdS-SdB EBB GBS 
doo F ^ F 


— 88, 


ex quibus duas quantitates i? et OS' erui oporteat, dum F, G, H sunt func- 
tiones quaecunque ipsius x, A et B quantitates constantes. Ad boc ad- 
bibeatur ista sub'stitutio 8 = C adornanda, ut binae illae aequationes 

coalescant in unam, in qua praeter x unica insit nova variabilis ^ deinceps 
per metbodos cognitas investiganda. 

Hinc ob d8=Bdp-\-P^^ babebitur 


I. ^ = 

n. J5 = 


dB GR 
dx F 

BRdp 

dx 


+ ^ + 2(7 + 2J?i., 

GdB EBB CGB 

dx F F 


GBBp 

+ F 


CC—2GBp — IiBpp, 


unde primo eliminando dB concluditur 


B + AG=^ BB^ 
‘ dx 


ORB . EBB 

+ Go 


— BBpp + 


GRBp^-i^. 

F ’ '' 


dummodo ergo constantem G ita assumamus, ut sit GG=B-t-AG, per 
divisionem etiam ipsa quantitas B tolletur resultabitque baec aequatio 


0 = ^ + -^ 
^ dx^ F 


E 
F ■ 


■ppA- 


Gp 

T’ 


cuius resolutio ad metbodos magis cognitas pertinet. 

Cum igitur ista metbodus maximi sit momenti, sequens problema, etiamsi 
ad primam partem calculi integralis sit referendum, bic adiicere operae 
pretium videtur. 


l) In editions principe terminus 


(7 JS jBjp 


F 


deest itemque postea 


Gp 


Oorrexit F. E. 
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PEOBLEMA 60 

375. Propositis Tiimsmodi duabus aeqmtionibus differentialihus 
I. 0 — ^ F -\- Gy -j- lyy Ky^ -{- 

ax 

' ll, Q^y^l:^j,pj,QyJ^B,+ Syy+Ty0+Vg^, 

id)i F, G, H etc., P, Q, B etc. sint functiones ipsiiis x, metliodum exponere has 
aequationes, siquidem fieri licet, resolvendi. 

SOLUTIO 

Methodus indicata in hoc consistit, ut ope substitutionis a: = « + yv ex 
illis aequationibiis una elici queat duas tantum variabilee ic et implica,n.s. 
Quoniam igitur est ydz — gdy = yydv ~ ady , ex la + B nascitur haec 
aequatio 

0 = ^|^+ P+ Qy-\- Bg-i- Syy-\- Tyg-\- Vgg 
+ aF a Gy F allg -\- alyy + aKyg -|- aLgg, 

quae loco g substituto valore a F y'>’ ita exhibeatur aecimdum potestates 
ipaius y 

0 = + 2/0 (P + aP + a (P q- all) -|- aa ( F a L)) 

y^(,Q ^G -|- v(^B alP) -|- a{P -j- alG) -\- 2cs'v(F -j- alS)) 

+ y\8 + al -^v{T + alG) + vviVp aL)), 

nuncque efficiendum est, ut tota aequatio per yy dividi queat ideoque partes 
per 2 /'’ et y^ affectae evanescant. Ex parte ergo y^ fieri oportet 

P + aF + a{B -\- a'R) -\- a a [V a'L) == 0, 

ex parte autem y^, quia v est nova variabilis in calculum inducta, hae duae 
conditiones nascuntur 

Q + aGFa{T-\-aK)=^0 et P + aiT-h 2a(F+ »-A) = 0, 
unde prima dabit 

P + aP — aa(F-l- aP) = 0. 
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Conditiones ad istam reductionem requisitae sunt hae tres 

I. P + aF -aa{V+aL)^Q, 

II. Q^aG+ a(r + o^) = 0, 

III E + cia'+2a(F+fli:) = 0, 

unde yel P, Q Qi E vel F, G E. commode definiuntur. 

His autem conditionibus stabilitis totum negotium ad resolutionem buius 
aequationis revocatur 

0 = ^ ^ S+aI-\-v{T^aK) + vv{V+aL), 

quae duas tantum continet variabiles x et v, ex qua v per x determinai’i 
oportet, cum deinde posito e = a-\-yv prima aequatio induat banc formam 

0 == || + 1^’+ aE^aaL + y{G + Ev + aJ£+ 2aLv) + yy{I^ Ev + Lvv), 

secunda vero istam ■ 

0 = ^ + P aE^ aaV -^r y{Q ^ Bv + aT+2aVv) 
-{-yy{S+ Tv-\-Vvv), 

seu bine superiorem per yy multiplicatam subtrabendo 

0 = P aE aaV y (Q Ev aT 2aVv) 

— yy {la + aKv -j- aLvv) , 

quae quidem cum ilia congruit, ut natura rei postulat. 

COEOLLAEIUM 1 

376. Si ergo buiusmodi binae aequationes fuerint propositae 

Ez + lyy -f Kyz + Lzz, 

aEs + 8yy + Tyz + Vzz 
+ a^L — aaEy — 2aaLz 
aaV — aly— 2aVz, 


0_ g + jr+ ep + 

aF^ aOs- 
dx 
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facto a primo resolvi debet liaec aequatio 

Q^^lj^S+aI-]-v{T+ aK) vv(r + aL), 

ax 

unde definita v per x banc aeqnationem tractari o[)ortot 

0 = ^ + i? + fljf + flai + yiG- + aK) + yy(I+ Kv + Ltw) vy{IJ:-{-2aL), 
dx 

quo facto babebitur quoqiie ^ + vy. 


COBOLLAlllUM 2 

377. Si F=A, J(=0, L = 0, 2/q V h ot .2'== — (?, casus 

supra § 374 tractatus resultat baruni afaiuatioimni 

0 = + A -1- Gy -- Bt;: -H lyy, 

0 = (lyi .q,. aah Syy ■— Gyz | - hiSB, 

ax " ' 

ubi G, I Bt 8 sunt functiouoH quac.cniiiivu‘ ipsius ;/•, id', roHolutio i(,a so liabet, 
ut posito 13 = a~\- yv bae aequaiioiios HuccoHsivo. ihOuaiiit ('xptMliri 


et 


0 = -|- S -I a I ( i p -j- li pv 

(t J/ 


0 = -j- A — 2(ih y(G - - 2hr) -|- lyy. 


(JoiloLLAlUliM 

378. Evidens est postroinam aeiiuatioiuun nulla laboraro dilbcultate 
etiam in genere, dum sit 

F -|- all -\- awl; ^ 0 ; 


prioris autem solutio in promtu ost, si sit- vid .S’ | ah 0 vid F4-aA = 0. 
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PBOBLEMA 61 


379. Indolem functionis hinarum variahilium x et y indagare, si eius guae- 
piam formula differentialis tertii gradus evanescat. 


SOLUTIO 


Sit 0 functio ilia qiiaesita, et cum eius sint quatuor formulae differentiales 
tertii gradus 



prout quaelibet harum nihilo aequalis statuitur, totidem habemus casus 
evolvendos. 


1. Sit igitur primo = 0 et sumta y constante prima integratio 
praebet 


fdds\ 

\ 1 ^) 


r:y, 


turn simili mo do secunda integratio dat 


86 * 



284 LIBBI 


POSTEETOBIS PABS PBIMA C APUT I § 379-383 [346-347 


unde tandem fit 




r r-v et s-y denotant fimctiones quascunque ipsius y, ita ixt ob 

triplicJm integrationem toes tactiones arbitm-iac in calcnkiin aint mgreaaae, 
ut rei natura postulat. 

II Sit (-^t) ^ ixitegrando per solins x variabilitatem 

reperitur ut ante 

(g) 

nanc autem sola tj pro wiabili habita adipiscmmr 

g = xF'.y + : x, 

quandoquidem apices signis iunctionuin inscripti liic soniper huiic habent 
significatum, ut sit 

fdyr'-.y =- r:y ot fdyJ':y=-J-y- 

III Sit , ) = 0, et quia hie casus a, pi-n,ftc(>,dfail.() non dilFort, nisi 
quod binae variSiles a;’et y inter se sint ponnntiita,e, int,egral<x (piaosituni est 

lY, Sit (Iqi) = fi similein perinutatioiuvin ex ciisu prinio intelligi- 


tur fore 


■s = 4'?A'/ ■I'’ 'I ' - • 

A 


COEOLLARIUM 1 

380. Tres fimctiones arbitrariae hie per tri])lic.eni integral, iomnu ingressae 
sunt vel ipsius x vel ipsius y tantum; oinnes tros sunt ipsiu.s y ta,ntum casu 
primo (^)=0, ipsius x vero tantum casu (piarto ('[j/n) ‘ voro sunt 
ipsius y et una ipsius x casu secundo === i'i contra, autem dime ipsius 

X et una ipsius y casu tertio j/ys) — 0. 
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OOEOLLAEIUM 2 

381. Porro observasse iuvabit, si eiusdem variabilis, puta x, duae pluresve 

occurrant functiones arbitrariae, imam quidem absolute poni, alteram per y 
multiplicari, tertiam vero, si adsit, per quod eodem redit, per yy 

multiplicatam accedere. 

COEOLLAEIUM 3. . 

382. Perpetuo autem tenendum est has functiones ita arbitrio nostro * 
relinqui, ut etiam functiones discontinuae sen nulla continuitatis lege con- 
tentae non excludantur. Scilicet si libero manus tractu Hnea quaecunque 
describatur, applicata respondens abscissae x buiusmodi functionem F'.x 
referet. 

SOHOLION 1 

383. Minus bic immorandum arbitror transformationi formularum diffe- 
rentiabum altioris gradus, dum loco binarum variabilium x ei y aliae quae- 
cunque in calculum intro ducuntur, quoniam in genere expressiones nimis 
fierent complicatae vixque ullum usum babiturae, turn vero imprimis, quod 
metbodus has transformationes inveniendi iam supra (§ 229) satis luculenter 
est tradita. Casum tantum simpliciorem, quo binae novae variabiles t ei u 
loco X Bi y introducendae ita accipiuntur, ut sit 

t = ax-\-j3y et u = yx-{-$y, 

bic quoque ad formulas differentiales altiores accommodabo. Cum igitur vi- 
derimus esse [§ 233] pro formulis primi gradus 



et pro formulis secundi gradus 
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erit pro formnlis tertii gradus 



et pro formulis quarti gradus 




( ] 

/ d*0 \ 

yd^s\ 

\cW 

\dfduJ 

\iWdny 

\dtdic^) 

\did) 

11 

4:a^y 


4 a/ 





Say'yf -|- 

fd 

II 

2«®/?c)' + 2«/?Y 

-|- ia/iyJ' -|- /fy" 

2ay<T~ -|- ^Idy'y)' 



3a/3M-h [fy 

•daf-iir + t](fyd' 

1 

ad'A|- 


^0 [ ^4 

II 



4/^4'“ 



unde simul lex pro altioribus gradibus eluced; pro I'orirmla, .scilicet, f>-(iuerali 
coefficientes iidem sunt, qui oriuntur ox ovolutioiio liiiiuB forinae 
{a-j-yvY'ljS + Svy, siquidem terniini secunduui potestates ijjsius w disponantur. 


SCHOLION 2 

384. Haud alienum fore arbitror evolutionein istiua formulae ex princi- 
piis ante‘) stabilitis accuratius docere. 


1 ) InsUMiones calculi differenlialis, partis posterioris § 201, 
series I, voL 10, p. 398. E. E. ' ’ 


IjicoNUAitDi Eulkri Opera omnia^ 
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Sit igitur 

s= {a + yvy(l3 + Svy 

ac ponatur 

s — A Sv Gv^ Dif -j- -(- Fv^ -|- Gtc., 

ubi quidem primo patet esse A = a™/?"; pro reliqnis vero coefficientibus in- 
veniendis sumtis differentialibus logaiithmorum habebimus 

ds my nS 

sdv cc yv ‘ p dv 

ideoque 

ds 

" s(ml3y + naS (m A- n)y8v) = 0 ; 
ubi si loco s series assumta substituatur, orietur haec aequatio 


II 

O 

+ 2a^Gv 

+ Sa/SB-v^ 

+ AajSEv^ 

+ 5«/3i^'y'‘ -j- etc. 


+ aSB 

+ 2a8C 

+ 

+ AaSF 


-f* (Sy B 

-J- 2/3 y G 

-j- jD 

-f- 4c^yF 



+ y8B 

"1- 0 

-b 3/dD 

— mj3yA 

— mjSyB 

— mjSyG 

— m(3yD 

— mjSyE 

— na$A 

— naSB 

— nadG 

— na$D 

— nadE 

- 

-(mA-n)y8A — 

(m + n)y8B — 


{on -\-n)ySI) 


unde quilibet coefflciens ex praecedentibus ita defluitur 


A = a™/?”, 

P m^y + naS 


^ _ (m— I)j3 y + (M — l)o;d p {m + n)yS . 

2k/ 3 2a/3 ’ 

„ _ (w — 2)^y + (w — 2)atf ^ {ni+n—l)y8 

TP, (w— 3)^y + (w — -rt I (m + n — 2)yd^ 

4fl:/3 4«/3 ^ 


etc. 



His igitar coefacientibus mentis si ponatar 

t^ax + l3y et M = + 

toanstosmatio formulae differentialis cuiuscuBque ita se habebit, at sit 

y 7.H a. « ^ \ 




WJ 


„ ) + 6 ^jC. 


PROBLEMA 62 

885. fimdimis Unam,n «naitf«» * d V si eius for- 

mia iiffermtms cumamtw! p«im evmmt. 

SOLUTIO 

Py iis Quae de formulis difforentiali))us tortvii gi’aduH nilulo aequatis 

ostenaLr’in praeeedeate problemato, satis porspicuu.a est solutoue... toms 
problematiB pro formulis differeutialibus quart. Bimlus .ta so hala ... 

I. Si sit (£)-0, erit 

y + ar’. / : ?/ ■ I : II ’ I • H- 

II. Sisit(i|y-0, erit 


III. Si sit erit 


g^xV-.y + 1 

IT. Si sit erit 

^ = F: y -I- y°^: x -i- y^--'' + 

Y. Si sit (~)==0, erit 

g = y^F'. x -j- y^ id '.x-\-yl^i X “i-- (y • X, 

unde simnl progressus ad altiores gradus ost inauiiostus. 
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COEOLLAEIUM 1 

386. Cum Me quatuor functiones arbitrariae occurraut, totidem scilicet, 
quot integrationes institui oporfcet, in hoc ipso criterium iutegratioms com- 
pletae continetur. 

COEOLLAEIUM 2 

387. Quin etiam vicissim facile osteuditur formas iiiveutas aequationi 
propositae satisfacere. Sic cum pro casu tertio invenerimus 

^ = !ior:y + z/:2/ + yS:x 0:x, 
differentiando hiuc colligimus 

Pi'imo (^-^'^^r-.y + yI]':x-\- 0':x, 

(S) = 

‘“■“o , (-^) - 

et 

eodemque pervenitur, quocunque ordine differentiationes vel solam x vel 
solam y variabilem sumendo instituantur. 

SCHOLION 1 

388. Hactenus imam formulam diflerentialem nihilo esse aequalem as- 
sumsimus; calculus autem perinde succedit, si huiusmodi formula fuuctioni 
cuicunque ipsarum x ai y aequahs statuatur, quemadmodum in sequeutibus 
problematibus sum ostensurus. Hoc tantum inculcandum censeo, si V fuerit 
functio quaecunque binarum variabilium x et y, turn J‘Vdx id denotare inte- 
grate, quod obtinetur, si sola x pro variabili liabeatur, in hac vero formula 
J Vdy solam y pro variabili haberi; quod idem tenendum est de integratio- 
nibus repetitis veluti ix J' Vdx, ubi in utraque sola x variabilis assumitur, 
in hac vero fdyj Vdx, postquam integrate J Vdx ex sola ipsius x variabi- 

Leonhakdi Eui^but Opera omnia Iia Institutiones calculi integralis 


37 
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litate fuerit erutum, turn in altera integratione Jdy f Vdx solam y variabilem 
accipiendam esse. Et cum perinde, utra integratio prior instituatur, etiam 
hoc discrimen e modo signandi tolli potest hocque integrale geminatum ita 
JJ Vdxdy exMberi; hincque intelligitur, quomodo has formulas 

J’j'J Vdx^dy seu J'^Vdx'^dy et J'”'^"Vdx"'dy''\ 


interpretari oporteat; hie scilicet signo integrationis f indices sufflgimus, 
prorsus uti signo diflferentiationis d sufflgi soleiit, quippe qui indicant, quo- 
ties integratio sit repetenda. 


SOHOLION 2 

389. Singulas has integrationes repetendas ita institui hie assumimus, ut 
nulla relatio inter binas variabiles x ei y in subsidium vocetur; quae circum- 
stantia eo diligentius est animadvertenda, cum vulgo, ubi talibus integratio- 
nibus opus est, calculus prorsus diverse modo institui debeat. Quodsi eniin 
proposito quopiam corpore geometrico eius soliditas seu superficies sit in- 
vestiganda, per duplicem integrationem huiusmodi formula Vdxdy evolvi 
debet existente V certa functione ipsarum. a; et i/; ubi quidem prime quae- 
ritur integrale J Vdy spectata x ut constante, at absoluta, integratione ad 
terminos integrationi praescriptos respici oportet, dum scilicet altero prae- 
scribitur, ut hoc integrale J" Vdy evanescat posito y == 0 , altero vero id eo 
usque extendendum est, donee y datae cuipiam functioni ipsius x aequetur. 
Turn vero, postquam hoc integrale j Vdy isto mode fuerit determinatum, 
altera demum integratio formulae dx j Vdy suscipitur, in qua quantitas y 
non amplius inest, dum eius loco certa quaepiarn functio ipsius x est sub- 
stituta eaque formula iam revera unicam variabilem x complectitur. Hie 
ergo prima integratione absoluta variabilis y in functionem ipsius x abire est 
censenda, quam propterea in altera integratione, ubi x est variabilis, minime 
ut constantem spectare licebit. Ex quo patet hunc casum toto coelo esse 
diversum ab iis integrationibus repetendis, quas hie contemplamur; ad quern 
propterea hie eo minus respicimus, cum ista peculiaris ratio tantum in for- 
locum habere possit, reliquis vero, ubi alterum differentiale 
■dx vel dy saepius repetitur, adeo adversetur. Quam ob causam hinc omnem 
relationem, quae forte peracta una integratione inter binas variabiles x y 
statui posset, merito removemus. 
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PEOBLBMA 63 


390. Si formula quao'pmn differentialis tertii altiorisve gradus aequetur 
functioni cuicunque hinarmn varidbilium x et y, indolem functionis s definire. 


SOLUTIO 


Sit F functio quaecuuque binarum variabilium x et y et incipientes a 
formulis tertii ordinis sit prime = F et posita sola x variabili erit 


dd 0 

dcc^ 


)=fvdx-\-r-y; 


turn vero porro 

(£) f + oor-.y + J\y =jyYdx^+ xF-.y + J:y 


ac denique 


=f^Vdx^d-Y^^^-y xJ-.y + S:y. 


Simili mode patet, si fuerit = F, fore 

IS = y^Vdx^dy -\- xF: y J-. y FJ\x, 

^ = yVdxdy^ F '.y yj \ x S x\ 

(fp) = 

z= y^Vdy^ y^F : x'-\- yJ : X ' 0!. 

Eodem mode ad formulas altiorum graduum progredieiites reperiemus, ut 
sequitur; si sit = F, fore 

z = y^Vdx^-{- x^F: y + x^J\ y + xS :y 0 : y, 

si sit = F fore 

z=y^Vdx^dy-\-ofF\y-{-xJ\y-\-^’y-\-0‘(f>', 


37 * 
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si sit tore 

0 = xF-.y + z/ : i/ + ?yl7 : « 0 : cc; 

“ »i‘ (SI5?) - 

^ ==pVdxdy^ -^r\y-\-if^\x~\-yS\x-\-0\x\ 

si sit (£') = tore 

0 = J^^Vdy^-\- y^F: x + y^J: x + yS: x -Y 0 ix; 
neque pro altioribus gradibus res eget ulteriori explicatione. 

COEOLLAEIUM 1 

391. Quemadmodum signum integrationis in primo libro usitatum iam 
per se involvit constantem per Integra, tionein ingredientem, ita quoque hie 
functiones arbitrariae per integrationem ingressae iam in formula integrali 
involvi sunt censendae, ita ut non sit opus eas exprimere. 

COEOLLAEIUM 2 

392. Suffleit ergo pro aequatione == V int(;grale triplicatum hoc 
modo dedisse ^=J Vdx’', quae forma iam potestate complectitur partes supra 
adiectas 

xxF •.y-\-xJ: y -|- S:y] 
quod idem de reliquis est tenendum. 

COEOLLAEIUM 3 

393. Si ergo in genere haec habeatur aequatio 


eius integrale statim hoc modo exhibetur 

0=J‘’'‘^’'rdx’\iy\ 

quae potestate iam involvit omnes illas functiones arbitrarias numero m + n 
per totidem integrationes invectas. 
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SGHOLION 

394. Hi casus utique sunt simplicissiini, qui ad hoc caput referendi vi- 
dentur, pro magis autem compKcatis vix certa praecepta tradere licet, cum 
ista calculi iiitegralis pars vix adhuc coli sit coepta. Interim tamen iam 
intelligitur, si aequationes magis complicatas ope cuiusdam transformationis 
ad has simplicissimas revocare liceat, etiam earum integrationem in promtu 
esse futuram; quod quidem negotium hie non copiosius persequendum videtur. 
Progredior igitur ad casus magis reconditos eosque ita comparatos, ut ope 
aequationum inferiorum ordinum expediri queant, unde quidem insignis me- 
thodus satis late patens colligi poterit, qua saepius haud sine successu uti 
licebit. Heque tamen in hac pertractatione nimis diffusum esse convenit, sed 
sufficiet praecipuos fontes adhuc quidem cognitos patefecisse. 



CAPUT II 


DE INTEaEATIOm AEQUATIONUM ALTIORUM 
PER REDUOTIONEM AD INEERIORES 

PEOBLEMA 64 

395. Proposita hac aeqmtione tertii gradus indolem fmctionis 

investigare. 

SOLUTIO 

Fingatur huic aequationi satisfacere haec sirnplicior primi gradus 

' de' 


dx 


et cum hinc differentiando obtineatur 


nz, 




(dds 

\ ( 

'd^\ 




\dx\ 

j = n( 

xlx ) 

^ nn^ 

Mncque 

porro 







fd^is\ 


( 




\dxy 

1 = nn 

\dxJ 

= n'^0, 

evidens 

est quaesito 

satisfieri, dum sit 

= 

= (d, id 

potest: 







I. W = fl, 

11. n = ~ 

l+Y- 

2 

3 

III. n 


■ 1 - Y-s 


a. 


1 ro quolibet ergo valore quaeratur integrale completum aequationis = ng 
et tria baec integralia coniuncta praebebunt integrale completum aequationis 
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propositae. Cum autem in aequatione Q-] = ns quantitas y constans su- 
matur, erit 


dz = nsdx sen — = ndx, 
s 


unde fit 


Ig nx -\-lr •. y seu g = : y. 

Tribuantur iam ipsi n terni valores eritque pro aequatione proposita 


g = e®'”/’: y e 


-l + l/— 8 -l-V-S 

ax 


J\y + e 


S-.y. 


Cum autem sit 


= cog_ + y — 1 • sin. m, 

erit functionum arbitrariarum formam mutando 




axY^ 


-i"'” . arcl/S „ 

n onm f . > • 


^ — + e cos, — + e sm. ■ 

A a 


COEOLLARIUM 1 

396. Integrate hoc etiam ita repraesentari potest 
z = e'^^r-.y + : y-cos. ■+ 

denotante Y functionem quamcunque ipsius y. 


COEOLLARIUM 2 

397. Quia tribus integrationibus est opus et in singulis quantitas y ut 
constans tractatur, secundum praecepta libri primi haec aequatio d^s = a^gdx^ 
resolvatur^) et loco trium constantium functiones quaecunque ipsius y intro- 
ducantur, unde eadem solutio elicitur. 


l) Institutionim calculi integraUs vol. II, § 1136, Leoneardi Euieri Opera omnia, series I, 
vol 12, p. 316. P. E. 
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PEOBLEMA 65 

398. Proposita liac aequatione cuiuscunque gradiis 



uU litterae P, Q, B, 8, T etc. functiones clenotant qmscunqiie hinarum variabi- 
lium X et y, indolem fimctionis » definire. 


SOLUTIO 


Cum in omnibus integrationibus instituenclis quantitas y perpetuo ut 
constans spectetur, haec aeqnatio inter duas tantum variabilo,s x ei g consi- 
stere est censenda. Quare per praecepta libri priini‘) liaec tractanda erit 
aequatio 

-p„_i_Qds Bddz 8 pR 

^^ + ~dP + H- 0; 




dr' 


dx^ 


cuius resolutio si succedat, tantum opus est, ut loco constantium per singu- 
las integrationes invectarum functiones quaecunque ipsius y scribautur; sicque 
habebitiu integrale desideratum idque complotuin, siquicbun banc iiequationem 
complete integrare licuerit. 


COEOLLARIUM 1 


399. Si ergo litterae P, Q, B, 8 etc. sint constantes vol 
bilem y involvant, integratio semper succedit, quoniam in ]')rimo 
modi aequationes in genere integrare docuimus. 


Holam varia- 
libro huius- 


COEOLLARIUM 2 


400. Deinde etiam resolutio succedit huius aequationis^) 


As -|- Bx 



1- etc. = 0, 


siye litter ae A, B, G etc. sint constantes sive functiones ipsius y tantum. 

1) Institutiomm ealcuU integraUs liber I, pars II, sectio I, cap. III-XI, ot soctio II, cap. II, 
l^EONRAiidi Euleri Opera omnia series I, vol. 12, p. 47—270 ot 296. P. E. 

2) Yide ibidem sectionis II cap. V, p. 381. p, E, 
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COEOLLARIUM 3 

401. Turn vero etiam, si hae formae non sint aequales nihilo, seel func- 
tioni cuicunque ipsarnm x Qi y aequentnr, resolutio nihilo minus succedit 
per ea, quae in postremis capitibus libri primi sunt exposita. 

SCHOLION 

402. Haec etiam multo latius extendi possunt ad omnes plane aequatio- 
nes, in quibus nullae aliae formulae differentiales praeter bas 



quae solam x ut variabilem impHcant, occurrunt. Quomodocunque enim istae 
formulae cum quantitatibus finitis x, y Qt z fuerint complicatae, aequatio 
semper ad librum primum pertinere est censenda, quoniam in omnibus inte- 
grationibus instituendis quantitas y perpetuo ut constans tractatur. Confectis 
demum integrationibus discrimen in boc cousistit, ut loco constantium arbi- 
trariarum fuuctiones arbitrariae ipsius y in calculum introducantur. Super- 
fluum foret bic monere, quae de altera variabilium y sunt dicta, etiam de 
altera x esse intelligenda. 


PEOBLEMA 66 


403. Froposita hac aeqiiatione 

investigare indolem fmetionis z. 


SOLUTIO 


Facile patet buic aequationi satisfacere banc aequationem simplicem 
(^) z= e®'”. Statuamus ergo 0 = eritque 



Lkonhardi Euleri Opera omnia lisinsfcitutiones calculi integralis 


38 
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hincque 

et 


)+(&!))' 

quibus valoribus substitutis et divisa aequatione per e"® habebimus 

{ddv\ , ^ f ddv \ 

WJ + Hs-ajJ-"- 

Quia nunc bic ubique occurrit , faciamus = u ; erit 

cuius integrate est f:(y — bx)’=u [§ 79]; scribamus ergo 


u 


(S) ir:(y-hx), 


ut prodeat v r\{^ — hx) -\- /l\y, ideoque integrale quaesitum erit 

Z = e%r-.{y~lx)-\-J-.y), 

quae forma ob duas functiones arbitrarias utiquo est integrale completum. 


PEOBLEMA 67 

404. Proposita hac aequatione 


o=(“+2‘)'-(2“+3*)(s)+<l;)-i- »(;“:) 



indolem funetionis s investigare. 



SOLUTIO 

Aequatio baec ita est comparata, ut ei manifesto satisfaciat .a = e®; sta- 
tuamus ergo ^ = e'°v eritque 



365 - 366 ] 
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(£)=4+(S). 

(IS) = <» + 2 {^) + ■ (^) = ) + & ■ 
(^)-4+SS+8(4S)+(S))- 

(3S^7)=4S)+S^)+(Sw))' 

quibus valoribus siibstitutis emergit baec satis simplex aequatio 

■ 0 = (« + 3»)(«VK£.) + <Sw)’ 

in qua commode evenit, ut in singulis terminis formula contineatur 

quare posito == u prodit baec aeqnatio primi gradus 

0-{<. + 86)« + s(|i) + c(-^), 

ex qua patet, si ponatur du =pdx + qdy, esse debere 

(a-\-31))u dp cq = 0, 

quae ita resolvitur. 

Cum posito a + 36 = /” sit 

ip fu 

q = - — 

^ c c 

erit 

du-pix-^-(^ 

^ C G 

seu 

^ _i. , 

sicque necesse est, ut sit ^ fuuctio ipsius x — ~ , unde fit 
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lam ob y constans spectandum prima integratio dat 




et altera 




Quare posito a + 35 = /“ aequationis propositae integrale completum est 
g = e “ J’; (x — e°xJ\y -|- e^S : y. 


0 


PROBLEMA 67a') 

405. Proposita lac aeqmtione differentiali tertii gradus 

ubi P et Q sint functiones gmecunque ipsarum x ct y, investigare indolem func- 
tionis 

SOLUTIO 

Pacta substitutione g = e’v, qnandoquidem ex data forma facile perspi- 
citur valorem e* loco z positum satisfacere, pervenitnr ad banc aequationem 

qua* porro posito (-g’) nt sit v^ffuix’, abit in banc 

Statuamus du=pdx qdy; erit Qq = Pp^ bine a = ^ ideoque 

du=p{dx-\-^^dy'^, 

1) Editio princeps: ProUema 68] vide notam p. 302. E. E. 
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ex quo intelligitur quantitatem ^ ita comparatam esse debere, ut formula 

dx -h ~ dy 

per earn multiplicata integrabilis evadat. Quaeratur ergo multiplicator M 
formulam Qdx-\- Fdy iutegrabilem reddens, ita ut sit 

J'M^Qdx + Pdy) = s; 

quam ergo functionem s ipsarum x b\, y inverdri posse assumo et ob 

Qdx-\-Pdy = ^ 

habebimus = unde patet functionem denotare quantitatis s. 

Posito ergo -^^ = r'\s statim exit u = r:s bincque v = J^dxJ^dxr: s, in 

qua utraque integratione quantitas y ut constans spectatur. Quocirca reso- 
lutio problematis ita se babebit: 

Pro formula differential! Qdx + Pdy quaeratur multiplicator M earn 
reddens integrabilem, ut sit 

M[Qdx + Pdy) = ds, 

et inventa bac ipsarum x Qi y functione s erit 

0 = ix j" ixP ; s + d°x/f : y -b : y. 

SCHOLION 

406. In istis aequationibus hoc commodi usu venit, ut facta substitutione 
0 == eiusmodi induaut formam, quae facile porro ad speciem simpbcem in 
prima sectione consideratam revocari queat; etiamsi enim differentialia tertii 
gradus non sint destructa, tamen reliqua membra ista e calculo excesserunt, 
ut deinceps nova substitutione (f^) = ^ uti eiusque ope ad aequationem 
differentialem primi gradus pervenire licuerit. Unica igitur substitutio boc 
praestitura fuisset, si statim posuissemus s = e^JJ^udx^. Utinam praecepta 
baberentur, quorum ope buiusmodi substitutiones facile diguosci possent! 

Interim postremo problemate multo latius patente in subsidium vocata 
§ 209 resolvi poterit: 



302 LIBEI POSTEEIOEIS PAES PEIMA SECTIO TEETIA caput II § 407 [369-370 

PROBLBMA 67b^) 

407. Proposita Me aequatione differentiali tertii gradus 

o_(i>+ «),-(2P+8e)(-Ji) + (7>+3C)(-g-)- eOg-) 

ubi P, Q et B sint functiones qmecunque datae ipsarum x et y, investigare in- 
dolem fmetionis e. 

SOLUTIO 

Eaclem adhibita substitutione qua hactenus sumus usi, aequatio 

proposita transmutatur in sequentem 

ubi commode evenit, ut posito = u ista resultet aequatio differentialis 
primi gradus 

unde, qualis ipsarum x et y functio sit u, eat inquirendum. 

Ponamus esse du = pdx qdy, et quia iam ilia conditio praebet 

Pu = Qp -j- Eq, 

secundum artilicium supra § 209 usurpatum formemus hiiic tres sequentes 
aequationes 

Ldu = Lpdx T^qdy , 

MPudx = MQpdx + MEqdx , 

NPudy = NQpdy -|- NMqdy, 
quae in unam summam collectae dabunt 

Ldu + Pu{Mdx + Ndy) =p((i + MQ)dx + NQdy) 

, -^^^{{L + NE)dy + MEdx)-, 

1) Editio prmoeps: ProUema 67] in editione principe falso numeri 67 ot 68 iterantur. P. E. 
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ubi cum ties quantitates L, M Qi N ab arbitrio nostro pendeant, inter eas 
statuatur primo eiusmodi relatio, ut binae partes iDOsterioris membri commu- 
nem obtineant factorem, sit scilicet 

L -Y MQ \ NQ = MB: L NE sen L = — MQ — NB, 
et habebimus 


- dic{MQ + NB) + Pu(Mdx + Ndy) = (Mq — Np){Bdx — Qdy). 


Quaeratur multiplicator T formulam Bdx — Qdy reddens integrabilem, ut sit 
T{Bdx — Qdy) = ds, ex quo tarn functio T quam s ut cognita spectari po- 
terit, et quia nunc babemus 


sen 


— d^l (MQ + NB) + PuiMdx + Ndy) = {Mq — Np) ^ 

du P(Mdx + Ndx) Np~Mq ds 
ti MQ + NE ~ ~ ui^MQ + NB)' T ’ 


nunc, cum P, Q, B sint functiones datae ipsarum x et y, probe notandum 
est inter binas nondum deflnitas M et N semper eiusmodi relationem statui 
posse, ut formula integrationem admittat; sit ergo eius inte- 

grate = Iw, ita ut sit 


Mdx + Ndy = 


MQ-\- NR div 


F 


w 


et 


du 

u 


^ 4- Np-Mq , 
IV Tu{MQ + NE) 


Necesse ergo est quantitates p et ^ ita sint comparatae, ut fiat 

Np — Mq _ ^ 

Tu{MQ -H NR) ~ ' 

hincque lu = lw-\-f:s. Loco f:s scribamus ir:s, ut prodeat 
ac propterea 


Consequenter 


^ =J‘dxJ‘ wdxP: s -j- xJ: y 2^: y. 
e’J'dx J'wdxP : s + e°xJ : y + P'S: y. 


u = wT: s 



304 LIBBI POSTEBIOBIS PARS PllIMA SEOTIO TEBTIA CAPUT II §408-411 [371-372 


COBOLLARIUM 1 

408. Ad hanc ergo solutionern. ex forniti proposita eruendain 

primo quaeratur eiusmodi fiinctio ipsarum x et y, quae vocetur s, ut sit 

ds= T(Bdx — Qdy), 

id quod expedietur multiplicatorem T investigando, quo formula di/fereiitialig 
Bdx — Qdy integrabilis reddatur. 


COBOLLARIUM: 2 


409. Praeterea vero quoque quantitatem iv investigaii oportet. In hunc 
fluem inter quantitates M et N eiusmodi rationoin indiigari couvenit, ut flat- 



’:P{M(Ix -I- Ndy) 
MQ + Nli 


Iw, 


quae quidem inyestigatio semper est conoedoiida. 


SOHOLION 


410. Cum statim toturn negotinm oo sit perdncl.um, ut functio u ox hac 
aequatione definiri debeat 



sine ambagibus, quibus in solntione sum usiis, solutio s('(pioiiii modo multo 
facilius absolvi poterit, id quod insigno supphumuitum in s(U‘.|,ioiiom primam 
[§ 209] suppeditat. 

Statuatur 

c:;;) 

erit primo F = L{MQ Nit), bine -A y,. , di'iiubi ob 


du 



du 

u 


iC-l- 


F{M(l.r -I- Ndy) 
MQ + NJi' 


babebimus 
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ubi M et N ita accipi oportet, ut integratio succedat, quod cum iunumeris 
modis fieri possit, solutio^ bine completa obtineri est aestimanda. 

Yerum dum casus integrationis particularis constet, multo commodius 
inde solutio completa sequenti ratione elicietur. Posito scilicet 


(hv _ P(Mdx-\-Ndy) 
lu MQ + NB ’ 


ita ut valor ipsius lo pro u sumtus iam particulariter satisfaciat sitque 




statuamus pro valore completo u==tur:s et facta substitutioue consequimur 


p»r:.= s + e»(^)r: . + p.(|)r: 

quae aequatio subito in banc contrabitur 

ex qua concludimus 


ac propterea 


ds == T{JRdx — Qdy), 


unde patet banc quantitatem s invenbi ex formula Bdx — Qdy, pro qua 
primo factor T earn reddens integrabilem quaeri, turn vero eius integrale 
pro s suini debet. Imprimis igitur bic attendatur, quam concinne eandem 
solutionem elicere liceat, ad quam per tantas ambages perveneramus. 


PROBLEMA 68 

411. Proj^osiia hac aequatione differentiali qiiarti gradus 



functionis z inventionem saltern ad resoliitionem aequationis smplicioris reducere. 


Leonhardi Euleri Opera omnia Iia Inatitutionea calculi integralia 


39 
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SOLUTIO 

Heuic ai6(^u3)tioii6ni attcntiiis coiitsinpltiiiitii inox pEitobit si stitisfajCGrs 
huiusmodi simpliciorem 



hmc enim per tj differeutiando fit 



ac denuo eodera modo 



at ex ipsa assumta per x differentiata prodit 



quo valore ibi inducto colligitur 



quae forma cum proposita congruit, dum sit hh = aa; (piod euni diqfiici modo 
evenire queat, h = a et h = — a, postquaui lias iUKiuatiotios siiupliciores 
resolYerimus 



quae praebeat e == P, 



quae praebeat Q, erit pro aequatione proposita z P -|- Q, ot (.[uia tarn 
P quam Q binas fuuctiones arbitrarias involvit, iiitegralo lioc inodo iiiveutum 
quatuor eiusmodi fuuctiones complectetur ideoque erit couipletuui. 

COEOLLAEIUM 1 

412. Solutioues particulares iufinitae facile eliciuntui' poiiendo z == 

Facta enim substitutione fieri necesse est 
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4 X , VV 

V = fifiaa et jj, — ~ ■ 

Sit V = Xa) exit jit = + /lAa et integrale satisfaciens 

^ (y i ^ S'") 

COEOLLARTUM 2 

413. Pont etiam potest «; = e"‘' cos. ( 7 /?/ + «), unde fit v^ = ii^aa ut ante, 
ita ut alia forma integralium particularium sit 

^! = cos. (Aai/ + a). 

Huiusmodi formulae infinitae coniunctae integrale completum quasi exhaurire 
sunt putandae. 

COROLLARIUM 3 

414. Eaedem solutiones reperiuntur ponendo generalius XY, unde fit 

Xd^Y aaYddX 

dy^ dx^ ’ 

qua aequatione ita repraesentata 

d^Y aaddX 

Ydi/ Xdx^ 

utrumque membrum eidem constanti aeqnari debet. 

SCHOLIOW 

415. Aequatio autem, ad quam totum negotium reduximus, 



ex earum est numero, quae nullo mode in genere resolvi posse videntur, ita 
ut in solutionibus particularibus acquiescere clebeamus. 

Aequatio autem proposita non in mera speculatione est posita, sed, 
quando laminarum elasticarum vibrationes quam minimae in genere investi- 
gantur, ad huiusmodi aequationem quarti gradus resolvendam pervenitur'), 

1 ) Vide L. Euleui Gommentationem 443 (indicis Enesthoehiani) : Do motu vibratorio lami- 
narum elasticarum, ubi plures novae vibraiionmn species liaclenus non pertractatae evolvuntur, ETovi 
comment, aead. so. Petrop. 17 (1772), 1773, § IX, p. 456; Leonsardi ISvleri Opera omnia, 
series II, vol. 9. P, E. 


39 * 
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quae etiam causa est, quod haec quaestio non perinde atque cordarum 
vibrantium in genere adhuc resolvi potuerit. 

Simili autem modo facile intelligitur hanc aequationem quarti gradus 



reduci ad banc geminatam secundi gradus 





zb 


neque difficile est alios casus a posteriori eruere, ubi huiusmodi reductiones 
ad gradum inferiorem locum inveniunt. 



CAPOT III 


DB INTBGEATIONE AEQDATIONDM HOMOGBNBAEDM 
DBI SINGULI TERMINI FORMULAS DIPFBEENTIALBS 
EIDSDBM UEADUS CONTINENT 

PEOBLBMA 60 

416. Aeqmtmtis homogeneae secundi gradus 

integrale sen indolem fmictionis s investigare denotantihus litteris A, B, G 
quantitates quascunque constantes. 


SOLUTIO 

Hanc aequationem voco homogeneam, quia formulis clifFerentialibus 
secundi gradus constat neque praeterea alias quantitates variabiles involvit. 
Ad hanc resolvendam observe ei satisfacere huiusmodi aequationem homo- 
geneam primi gradus 

hac enim duplici mode per x et y differentiata oritur 
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lam ilia per A, haec vero per multiplicata iunctim propositam prockcent, 
si fuerit 

— = 5 seu Jaa ~ Ba -j- G= 0, 
a 

unde duplex valor pro a resultat, quorum uterque per aequationem assumtam 
dabit partem functiouis quaesitae s. Cum igitur sit ^ — “(dy)’ 

dg = Jdx + (dy — ccdx) ; 

patet functionem. esse debere ipsius y — ax, qua posita = (y — ax) 
erit 0 = fx F: (y — ax) denotante f constantem quaincuuque. 

Quocirca aequatiouis propositae solutio ita se babebit. Fornietm: prime 
aequatio algebraica 

Atm + Bu -|- (7== 0, 

cuius factores simplices sint u a et m + /?, ita ut sili 
Aii,u Bu 0= A. (it, -\- a) (ii -I” (F ) ; 
turn integrale quaesitum erit 

z=,fx-\-- F: (y -- ax) + //: (y — (Fx)] 

ubi cum prima pars fx iam in binis iunctioiiibus indofinitvis contiucri sit 
censenda ob 

fx _ l)y - « *) - fiv /I ‘^) ^ 

succinctius ita exprimetur 

^ = r : — ax) - 1 - J : (;v — fj'ji), 

quod ob binas functiones arbitrarias utique pro covnpleto est habendum, 
unico casu excepto, quo est (d = a. Pro quo casu statuanius (d ==== a -\- da, 
et cum sit 

A:(y — {a-]-da)x) = J-.(y — ax) — xdaJ': (?/ — ax), 

quia pars prior iam in membro priori continetur et loco posterioris scribere 
licet xJ:{y-~ax), erit pro casu /? = a seu BB = iAC integrale 

^ ~ B \ (ij ax) -j- x/1 : (ij — ax). 
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COEOLLARIUM 1 

417. Pro casu (3 — a manifestum est integrals etiam hoc modo exprimi 
posse 

r:{y — ax)-Ji-yJ:{y — ax), 
quae autem forma ab ilia non discrepat. 

COROLLAEIUM 2 

418. Si (7=0, ut sit 



hincque Atou Bu = Au(it , fit a = 0 et /? = -^ integrate 

s = r:y -j- J:(y — ^x^ ^ r:y A- A:{Ay ~ Bx). 
Simili modo aeqnationis 



integrate est 

s = F'.xA- ‘A’. (Cx — By). 

COEOLLAEIUM 3 

419. Porro huius aeqnationis 



ob aauu + 2a'bu + && = aa (ii, + est integrals 

^ = r \ (ay — hx) + xA : [ay — lx). 

SCHOLION 

420. Harnm integralium forma nnlla laborat difficaltate, quamdin aequatio 

Aim + Bu +(7=0 

duas habet radices reales, sive sint inaequales sive aeqnales; quando antem 
bae radices flunt imaginariae, nt sit 

a = /a “y y — 1 et § — — y V — 1 > 
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turn functiones arbitrariae omni fere usu destituuntur. Etsi enim indoles 
functionum r et J lineis curvis utcunque ductis repraesentatur, ut I'lv et 
J:v denotent in iis applicatas abscissae v convenientes, nullo modo patet, 
qnomodo yalores 

r-.(p -^qV—l) et J : (p ~ qV— 1) 


exhiberi debeant, etiamsi imaginaria se mutuo tollant. In quo ingens cernitur 
discrimen inter functiones continuas et discontinuas, cum in illis semper va- 
lores ita expressi 


r:{p + qV-l)-^r:(p-qy-l) et 


^■(jp V— 1) - (p—q V~ 2 }) 


realiter exhiberi queant, id quod, si T et ^ signiflcent functiones discontinuas, 
nullo modo succedit. His igitur casibus solutio generalis hie inventa ad 
solas functiones continuas restringenda videtur, quandoquidem discontinuae 
applicationi et executioni adversantur. 


PEOBLEMA 70 


421. Proposita Jiac aeqmtione tertii gradus homogenea 



eius integrale completum invenire. 


SOLUTIO 

Huic quoque aequationi uti in praecedente problernate satisfacere aequa- 
tionem differentialem simplicem primi gradus satis luculenter perspicitur, ex 
quo integrale particulare talem babebit formam 


r\(y nx)\ 

colligantur bine singulae formulae differentiales tertii gradus, quae erunt 


(S) - “‘-f”'- fr + “). (» + 

(j|^) - nr'"-, (y + _ r": ( 1 / + nx) , 
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quibus substitutis, quoniam divisio per r"'\ {y + succedit, aascitur ista 
aequatio 

An^ + + (?« + D = 0; 

cuius tres radices si fuerint n= a, n == /5, n = y, evidens est aequationi 
propositae satisfacere banc formam 

I' -{y A (jy /?*) + -^ • (2/ "t~ i 

quae cum tres functiones arbitrarias complectatur, dubium non est, quin ea 
sit integrale completum. 

Hoc tantum notetur, si duae radices sint aequales, puta 7 = /?, integrale 

fore 

g = r-.{y-\- ax) + A -.{y A- A- ^^'-{yA- §x)\ 

sin autem adeo omnes tres fuerint inter se aequales, y = (3 = a, turn erit 
integrale quaesitum 

z = F: (y oix) -f xJ : (y + ax) -j- xxS : (y 4- o^x). 

Quodsi duae radices fuerint imaginariae, eadem erunt tenenda, quae mode 
ante sunt observata. 

COEOLLAEIUM 1 

422. TJltimus casus, quo tres radices sunt aequales, etiam inde est mani- 

festus, quod, si loco variabUium x et y binae novae t = x et u =■ y ccx 
introducantur, aequatio proposita contrahatur in banc formam == 0, 

cuius integrale manifesto est 

0 = r:io A- xA : u + xxS : u. 

COEOLLAEIUM 2 

423. Hinc ergo etiam intelligitur, quomodo in aequationibus bomogeneis 
altioris gradus, si aequationes algebraicae inde formatae plures babeant radices 
aequales, integralia futura sint comparata, ita ut etiam turn neque casus 
radicum aequalium neque imaginariarum ulli difflcultati sit obnoxius. 


Ltsonhahdi Euleei Opera omnia I is Institutiones calculi integralia 


40 
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SCHOLION 

424. Casus autem binarum. radicum imaginariarum , quibus functiones 
arbitrariae nullum usum habere videntur, ratione functionum continuarum, 
quae satisfaciunt, uberiorem evolutionem merentur. Formulae autem his 
casibus in integrals ingredientes semper ad hanc formam reduci possunt 

r : V (cos. (p + V— 1 ■ sin. (p)-\- J'.v (cos. (p — V — 1 • sin. cp) , 

unde primum, si functiones sint potestates, huiusmodi valores colliguntur 

ALF‘ cos. ncp + sin. ncp sen Av'" cos. {nrp + «) ; 

quotcunque enim huiusmodi valores, constantes A, n et a utcunque mutando, 
adhiberi possunt. Delude si functiones denotent logarithmos, pi’odeunt tales 
valores 

Alv-\-B(p. 

Tertio si functiones sint exponentiales, oriuntur hi 

gV<=OB.,p ^ (.Qg_ 

et generalius 

Plurimae autem aliae huiusmodi formulae ox doctrina imaginarioimm elici 
possunt, quae utcunque cum his combinatae pro pai’ix) intograli ox ])inis 
radicibus imaginariis nata usurpari poterunt, undo inlinit!i, I'mictiomun multi- 
tudo nascitur, quae solutionem completam mentiri vidotui' nocpio tamen ])ro 
completa perinde haberi potest atque usu venit iis caisibus, quibus omnes 
radices sunt reales. 

Hie autem observetur nullum adhuc probloma inccliaiiicuin sou ])hy 3 icum 
occurrisse, quod ab huiusmodi casu penderet. 


PE0BLEM.A 71 

425. Proposita huiusmodi aequatione liomogenea gradiis ciiiuscunque 


dx^ 


eius integrale complehm invenire. 
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SOLUTIO 

Formetur hinc aequatio algebraica ordinis A 

An^ -j- + etc. = 0, 

cuius radices nuuiero A sint 

n = a, n = ^, n = y, n = S etc.; 

quae si omnes fuerint inaequales, iutegrale completum aequationis propositae 
erit 

g = r : (y A : (y jSx) S : (y yx) + 0 : (y + a:) etc. , 

quarum functionum disparium numerus erit == A . Sin autem eveniat, ut 
inter has radices duae pluresve reperiantur aequales, scilicet /3 = a, y = a etc., 
turn functiones has radices aequales involveutes respectiTe multiplicari debent 
per terminos progressionis geometricae huius 1, x, x? etc. vel huius 1, y, y^ etc., 
ita ut functionum arbitrariarum numerus non minuatur. De radicibus autem 
imaginariis perpetuo ea sunt notanda, quae ante [§ 420] observavimus, nisi 
forte functiones arbitrarias formularum imaginariarum excludere nolimus. 

COEOLLARIUM 1 

426. Casu radicum aequalium perinde est, utra serie geometrica utamur, 
siquidem functiones neque sint ipsius x neque ipsius y tantum. Sin autem 
hae functiones fuerint vel ipsius x vel ipsius y tantum, turn alterius varia- 
bilis diversae progressione geometrica uti oportet. 

COEOLLAEIUM 2 

427. Si in aequatione algebraica termini initiales A, B, G etc. evanescant, 
ut radicum numerus exponente A minor esse videatur, turn radices deficientes 
pro infinite magnis sunt habenclae, quibus functiones ipsius x tantum respon- 
debunt in integrals introducendae. 

COEOLLAEIUM 3 

428. Ita si fuerit A = 0, E = 0 et 6''=0, tres radices a, /3, y in in- 
finitum excrescere sunt censendae, ex quibus nascetur pars integralis 


r\x-\-yA:xA- 


40 * 
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SOHOLION 

429. Quoniam haec pars calculi integralis vix excoli coepit ideoque 
kuius generis investigationes adhuc prorsus sunt reconditae, de liac section© 
plura proferre non licet ideoque Ms partem primam libri secuudi, quae in 
investigatione functionum binarum variabilium ex data quadam differentialium 
relatione versatur, concludere cogor. Multo autem pauciora circa partem 
alteram huius libri in medium aiferre conceditur, ubi calculus integralis ad 
functiones trium variabilium accommodatur, bancque ob causam ne operae 
quidem erit pretium istam partem in sectiones subdividere, multo minus 
sequentes partes attingere. 



CALCVLI INTEGRALIS 

LIBER POSTEmOR, 

PARS ALTERA 

INVESTIGATTO FVNCTIONVJM TRTVM 

VtoABiLIVM EX DATA DIFFERENTIALIVM- 
KEUTIDKE. 





CAPUT I 

m FOEMULIS DIFFERENTIALIBUS 
FUNCTIONUM TEES VAEIABILES INYOLYENTIUM 

PEOBLEMA 72 

430. Si V sit functio quaecunque trimn quantitatum variabilium x, y et z, 
eius formulas diff'erentiales primi graclus exJiihere. 

SOLUTIO 

Cum V sit functio trium variabilium x, y et z, si ea more solito diffe- 
rentietur, eius differentiale in genere ita reperietur espressum 

civ =pclx + qdy + rdz. 

Tribus scilicet id constabit partibus, quarum priina pdx seorsim invenitur, si 
in differentiations sola quantitas x nt variabilis tractetur binis reliquis y et z 
ut constantibus spectatis. Simili-modo pars secunda qdy impetratur differen- 
tiatione functionis v ita instituta, ut sola quantitas y pro variabili, binae 
reliquae vero x et z pro constantibus habeantur, quod idem de parte tertia 
rdz est tenendum, quae est differentiale ipsius v variabilitatis solius quanti- 
tatis z rations habita. Hinc patet, quomodo per differentiationem quantitates 
istae p, q et r seorsim sint inveniendae, quas hie formulas diff'erentiales 
primi gradus functionis v appellabo, et ne novis litteris in calculum introdu- 
cendis sit opus, eas naturae suae convenienter ita indicabo 
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Quaelibet ergo functio v trium variabilium x, y Qi s tres habet formulas 
differeutiales primi gradus ita designandas 

(d'B\ 

\dx)’ \Jy)' \iU)’ 

in quarum qualibet unicae variabilis ratio habetur, dum biiiae reliquae ut 
constantes spectantur, et quoniam diffbrentialia per divisionein tollmitur, hae 
formulae differentiales ad classem quantitatum finitarum sunt referendae. 

OOROLLAEIUM 1 

431. Ex tribus formulis differentialibus fuuctionis v inventis eius differen- 
tiale solito more sumtum ita conflatur, ut sit 

cuius ergo formae vicissim integrale est ipsa ilia functio v vel etiam eadem 
quantitate quacunque sive aucta sive minuta. 

OOEOLLAEIUM 2 

432. Si trium variabilium x, y q\, z functio v fuerit data, oius formulae 
differentiales singulae 

Vd*/’ \dy)’ \dj 

iterum erunt functiones certae earundem variabilium x, y id z per dilforen- 
tiationem facile inveniendae. Interim tamen evoiiiro poi^est, ut una pliu’esve 
vaiiabilium ex buiusmodi formulis differentialiljus prorsus excedant. 

SCHOLION 1 

433. Nihil etiam impedit, quominus quantitas v ut functio trium varia- 
bilium ^ et spectari possit, etiamsi forte duas taiitum involvat, dum 
scilicet ratio compositionis ita est comparata, ut tertia quasi casu excesserit, 
quo eo minus est mirandum, cum idem in fiinctionibus tarn unius quam 
duarum variabilium evenire possit. Quoniam enim functionos unius variabilis 
commodissime per applicatas cuiuspiam liueae curvae repraeseiitari solent, 
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siquidem pro curvae natura applicatae eius ut certae functiones abscissae x 
spectari possunt, casu, quo linea curva abit in lineam rectam axi parallelam, 
etsi turn applicata quantitati constanti aequatui’, propterea tamen ex ilia idea 
generali, qua ut functio abscissae x spectatur, neutiquam excluditur; neque 
enim, si quaeratur, qualis sit functio y ipsius x, incongrue is respondere est 
censendus, qui dicat banc function em y aequari quantitati constanti. 

Quod deinde ad functiones binarum variabilium x ei y attinet, quas 
semper per intervalla, quibus singula cuiusdam superficiei puncta a quopiam 
piano distant, repraesentare licet, dum binae variabiles a; et ?/ in boc piano 
accipiuntur, manifestum est utique superficiem ita comparatam esse posse, ut 
functio ilia vel per solam x vel per solam y determinetur. Quin etiani si 
superficies fuerit plana ipsique illi piano parallela, functio ilia adeo abit in 
quantitatem constantein neque propterea minus tanquam functio binarum 
variabilium considerari debebit. Quamobrem etiam quando tractatio circa 
functiones trium variabilium versatur, in eo genere etiam eiusmodi functiones 
[continentur], quae tantum vel per binas vel unicam trium variabilium x, y 
et g determinantur vel adeo ipsae sunt quantitates constantes. 

SCHOLION 2 

434. In calculo differentiali iam est ostensum functionum plures varia- 
biles involventium differentialia inveniri, si unaquaeque variabilium seorsim 
tanquam sola esset variabilis spectetur atque omnia differentialia inde nata 
in unam summam coniiciantur. *) Quodsi ergo differentiatio boc modo insti- 
tuatur, singulae istae operationes delete tantum differentiali praebebunt for- 
mulas differentiales, Cjuas bis signis 



indicamus, simulque intelligitiu', quomodo etiam functionum quatuor pluresve 
variabiles involventium formulae differentiales sint inveniendae. Circa func- 
tiones autem trium variabilium x, y et g exempla aliquot subiungamus, 
quibus earum ternas formulas differentiales exhibebimus. 


1) Vide L. Euleri InstituUoncs calculi differ eiiUalis, partis prioris §214, Lronbardi Humeri 
Opera omnia, series I, vol. 10, p. 146. P. E. 


Leonhardi Euleri Opera omnia I is Institutiones calculi integralie 
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EXEMPLUM 1 

435. Si fimctio trmm mriahilimi sit v = ax fSy ys, eius formulae diffe- 
rentiales ita se halehunt: 


Cum per differentiationem 
est fore 



prodeat dv — adx + /^dy -p yds, 

(1)='’. (s) = r 


manifestum 


sicque omnes tres formulas differentiales esse constantes. 


EXEMPLUM 2 

436. Si functio trnm variaUliim sit v = xhfs'', eius formulae differentiales 
ita se liahehunt: 

Uilferentiatione more solito peracta lit 

dv = Xx^'~^if's''dx -|- f.txhf~^s''dy nfif's' ^Uls, 
unde perspicuum est fore formulas differentiales 




quae ergo singulae sunt novae functionos oinuium triuni viu-ia,l)i]ium x, y, s, 
nisi exponentes A, /a, v sint vel niliilo vel unitati a(vpial(!S. 


EXEMPLUM ;i 

437. Si functio v duas tantum involvat rariahites x el y tertia s in eius 
compositionem non ingrediente, formulae differentiales ita se halehunt: 

Quia functio v duas tantum variabiles x et y implicad., eius dilferentiale 
buiusmodi formam induet dv ^uix ^ qdy -\- Ods, tertia scilicet parte ex 
variabilitate ipsius s orta evanescente, unde liabebinms 
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COEOLLAEIUM 

438. Hinc ergo vicissim patet, si fuerit j = 0, turn fore v functionem 
quamcimque binarum variabilium x y, quam in posterum ita indicabimus 

= T' ■. {x, y) denotante r : {x, y) functionem quamcunque binarum variabilium 
X et y. 

SCHOLION 

439. Mox ostendemus, quando functio trium variabilium ex data quadam 
relatione seu conditione formularum dilferentialium investiganda proponitur, 
qualibet integratione introduci functionem quamcunque arbitrariam binarum 
variabilium atque adeo in boc consistere criterium, quo baec pars calculi 
integralis a praecedentibus distinguitur. Quemadmodum enim, dum natura 
functionum unicae variabilis ex data differentialium conditione investigatur, 
in quo universus liber primus est occupatus, per quamlibet integrationem 
quantitas constans arbitraria in calculum invebitur, ita in parte praecedente 
buius secundi libri vidimus, si functiones binarum variabilium ex data formu- 
larum differentialium relatione investigari debeant, turn ad essentiam buius 
tractationis id pertinere, quod qualibet integratione non quantitas constans, 
sed adeo functio unius variabilis prorsus arbitraria in calculum introducatur; 
etsi enim plerumque bae functiones veluti r:{ax jSy) ambas variabiles x 
et y implicabant, tamen ibi tota quantitas ax ^y ut unica spectatur, cuius 
functionem quamcunque ilia formula r\{ax-\- /?</) denotat. ISTunc igitur, ubi 
de functionibus trium variabilium agitur, probe notandum est qualibet inte- 
gratione functionem arbitrariam duarum adeo variabilium in calculum intro- 
duci, ex quo simul indolem integrationum, quae circa functiones plurium 
variabilium versantur, colligere licet. 


PEOBLEMA 73 


440. Si sit V functio quaecunque trium vao'iahilium x, y et z, eius formulas 
differentiates secundi altionmque gradumn exhibere. 


SOLUTIO 

Cum eius formulae differentiales primi gradus sint tres 
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quaelibet instar novae functionis considerata iterum tres suppeditabit formulas 
differentiales, quae autem ob 



reducentur ad sex sequentes 


/ddv\ 


(ddv\ 

f ddo \ 

f ddv \ 

/ ddv \ 



\dz^)’ 

\dxdy)^ 

\dyd^ 

\dxd^J 


ex quarum denominatoribus intelligitur, quaenain trium quantitatum x, y, z 
in utraqne differentiatione pro sola variabili haberi debeat. Simili mode 
evidens est formulas differentiales tertii gradus dari decern sequentes 


(dH\ 

/ d^v \ 

( d^v \ 


KdxV’ 

\dx^dy)^ 

\dxdy^) ’ 



( d^v \ 

f dH \ 


\dyV’ 

Kdy^dz)’ 

KdydzV’ 

\dxdydz 

fd^v\ 

/ d’^v \ 

/ d^v \ 


W/’ 

\d0^dx/^ 

KdzdxV’ 



Pormularum porro differentia] ium quarti gradus numerus est 15, quinti 21 etc., 
secundum numeros triangulares, simulque ex cuiusque forma perspicuum est, 
quomodo eius valor ex data functione v per repetitam differentiation em in 
qualibet unicam variabilem considerando elici debeat. 


COEOLLARIUM 1 

441. Eu ergo oinnes formulas differentiales cuiusque gradus, quas ex 
qualibet functione trium variabilium derivare licet per di fferentiation em, quae 
porro ut functiones trium variabilium spectari possunt. 

COEOLLARIUM 2 

442. Quemadmoduin ergo ex huiusmodi functione data omnes eius for- 
mulae differentiales ope calculi differentialis inveniuntur, ita vicissim ex data 
quapiam formula differential! vel duarum pluriumve relatione quadam ope 
calculi iutegralis ipsa ilia functio, unde eae nascuntur, investigari debet. 
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SCHOLION 1 

443. In calculo quidem diflferentiali parum refert, utrum functio diff p.- 
rentianda uuam pluresve variabiles involvat, cum praecepta differentiandi 
pro quovis variabilium numero maueant eadem; quam ob causam etiam cal- 
culum differentialem secundum banc functionum varietatem in diversas partes 
distingui non erat opus. Longe secus autem accidit in calculo integral!, quern 
secundum banc functionum varietatem omnino in partes dividi necesse est, 
quippe quae partes tarn rati one propriae indolis quam ratione praeceptorum 
maxime inter se discrepant. Quemadmodum igitur banc partem circa func- 
tiones triiim variabilium occupatam tractari conveniat, exponendum videtur. 
Ac primo quidem ii casus commodissime evolventur, quibus unius cuiusdain 
formulae differentialis valor datur, ex quo indolem functionis quaesitae definii’i 
oporteat, quoniam baec investigatio nulla laborat difficultate. Delude buius- 
modi quaestiones aggrediar, quibus relatio quaej)iam inter duas pluresve for- 
mulas differentiales proponitur; ubi quidem plurimum refert, cuiusnam gradus 
ea fuerint, siquidem ex primo gradu plures casus expedire licet, dum ex 
altioribus vix adbuc quicquam in medium afferri potest. Hunc ergo ordiuem 
in ista tractatione observabo. 


SCHOLION 2 

444. Videri bic posset ad functiones trium variabilium definiendas duas 
adeo conditiones sen relationes inter formulas differentiales admitti posse 
ueque imica praescripta quaestionem esse determinatam. Quodsi enim ponatur 

dv = pdx -\- qcly rdz, 

ubi litterae p, q, r vicem gerunt formularum differentialium primi gradus, atque 
verbi gratia bae duae proponantur conditiones, ut sit q = p et r=jj ac 
propterea 

dv = p(dx dy ds), 

manifestum est solutionem dari posse, scilicet 

v = r-.{x-}-y-\-0). 

Verum ad banc obiectionem respondeo in boc exemplo casu evenire, ut binae 
conditiones simul cousistere possint; altera enim parumper immutata, ut 
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[401—402 


manente 2'==^? esse debeat r = p<c ideoque 

dv =p(dx + dy + xdz), 

perspicuum est nullum pro p valorem exhiberi posse, per quern formula 
differentialis dx-\- dy xds multiplicata integrabilis reddatur, quod unicum 
exemplum sufficit ad demonstrandum duabus conditionibus praescribendis 
huiusmodi quaestiones evadere plus quam determinatas neque propterea solu- 
tionem admittere nisi certis casib us, quibus quasi altera conditio iam in altera 
involvitur. Quocirca semper unica relatio inter formulas differentiales propo- 
sito omnino sufficit problemati determinando, quod idcirco, quia per integra- 
tionem functio arbitraria indeflnita ingreditur, aeque parum pro indeterminato 
est habendum ac problemata calculi integralis communis, quorum solutio con- 
stantem arbitrariam introducit. 



CAPUT II 


DE mVENTIONE EUNCTIOITOM 
TRIUM VARIABILIDM EX DATO OUIDSPIAM 
EORMTJLAE DIPPBEENTIALIS VALOEB 

PEOBLBMA 74 

445. Data valore cuiuspiam formulae clifferentialis. primi gradm imiestigare 
ipsam functionem trium variaMlium, ex qua ilia formula differeoitialis nascitur. 

SOLUTIO 

Sit V functio quaesita trium variabilium x, y Qi z 8 earuudem functio 
data quaecunque, cui formula differentialis debeat esse aequalis. Cum 
igitur sit = 8, erit posita sola quantitate x variabili, binis reliquis vero 
7/ et .s ut constantibus spectatis 

dv == 8dx ideoque =J‘ 8dx + Const., 

ubi notandum est in integTatione formulae 8dx ambas quantitates y g\i s pro 
constantibus baberi et loco Const, functionem quamcunque ipsarum y q\> z 
scribi debere, ex quo functio quaesita ita exhiberi poterit 

V = J'8dx -\- T\{p et 

hie scilicet T: [y et f) quantitatem quamcunque ex binis quantitatibus y et 0 
una cum constantibus utcunque conflatam denotat. 
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Simili modo si proponatur == 8, erit 

w Sdy ~\-T'.(xeig) 
et haec aequatio = 8 integrata praebet 

V = p 8dg T\ (x Qi y). 

OOEOLLARIUM 1 

446. Hie iam abunde intelligitur integratione huiusmodi fimctionum loco 
constantis iiitroduci functionem arbitrariam duarum qnantitatum variabilium 
atqae adeo in hoc characterem harum iutegrationum esse constituendum. 

OOEOLLARIUM 2 

447. Hie ergo istud problema solutum dedimus, quo quaerifcur functio v 
trium variabilium x, y, s, ut posito 

dv =pdx -f qdy rdz 

flat vel p = 8 vel q = 8 vel r = 8 existente 8 functione quacunque data 
easdem variabiles vel duas vel uixicam involvente. 


uuKULLAlilUM 3 

448 Qnodsi igitw ease debeat g) _ 0 sea j, _ 0, fuiielio quaesita orit 

V~r-.(x et a), turn vero iit flat 

w) = 0, necesse est sit v = r:(x et y). 


SCHOLIOH 1 

^ 449. Quemadmodum in praecedente parte functiones arbitrariae unius 
variabihs per applicatas curvarum quarumeunque, sive regularium sive etiam 
irregularium, repraesentari poterant, ita in hac parte functiones binarum 
vaiiabibum arbitrariae per superficiem pro lubitu descriptam repraesentari 
possun . a SI super piano, in quo binae coordinatae x et y more solito 
assumuntur, superficies quaecunque expansa concipiatur, tertia coordinata 
distantiam cuiusvis superfleiei puncti ab illo piano designans functionem 
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quamcunque binarum variabilium x Qi y repraesentabit. Hocque modo 
aptissime vera idea buiusmodi functionum constitui videtur, cum ex ea non 
solum ratio harum functionum regularium, sed etiam irregularium perspiciatur. 

SCHOLION 2 

450. Hie etiam notari convenit huiusmodi functiones binarum variabilium 
infinitis diversis modis etiam designari posse. Variatis enim in piano memo- 
rato binis coordinatis a; et y in binas alias t et u, ut sit t = ax -{- /Sy et 
u=^yx-\-Sy, manifestum est functionem binarum variabilium t et ii sen 
r:(t et u) convenire cum functions ipsarum x et y seu r:(x et y); si enim 
loco if et tt illi valores pro x et y substituantur, utique prodit functio duas 
tantum variabiles x et y involvens. Atque multo generalius si t aequetur 
functioni cuipiam datae ipsarum x et y pariterque ii buiusmodi alii functioni, 
turn r\{t et u) facta substitutione abibit in functionem ipsarum x et y ita 
exprimendam J '.{x et y)\ non enim necesse est, ut idem functionis character T 
rationem compositionis quasi denotans utrinque sit idem, cum hie in genei*e 
de functionibus quibuscunque agatur. Quare si in sequentibus forte eiusmodi 
functiones occurrant r'.(ax-\-hy et fxx-t-gyy) vel r\{y{xx-\-yy) etl^ etc., 
earum loco semper baec forma simplex r : (a: et y) scribi potest. 

SCHOLIOH 3 

451. Solutionis, quam dedimus, consideratio nobis suppeditat sequentes 
reflexiones. Primo posito 

dv = pdx + qdy -f- rdg 
si debeat esse p = = 0, flet 

dv = ydy + i'dz, 

unde patet v eiusmodi esse quantitatem, cuius diiferentiale banc babiturum 
sit formam qdy + rdz] quod fieri nequit, nisi quantitas v fuerit functio 
binarum variabilium y et z tantum tertia x penitus exclusa; et quia circa 
quantitates q et r nulla conditio praescribitur, recte pronunciamus loco 
quantitatis v accipi posse functionem quamcunque binarum variabilium y 
et z seu esse v = r:(y et z), quam eandem solutionem consideratio formulae 
(m) = 0 suggessit. 


Leonhakdi Euleri Opera omnia I is Institntiones calculi integralis 
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Deinde si esse debeat generalius = ^ denotante 8 quantitatem 

quamcanque ex yariabilibus x, y, z conflatam, habebimus 

dv = Sdx q^dy rds, 

quae aequatio ita resolvitui*. Quaeratur prime integrale formulae 8dx sola 
quantitate x ut variabili spectata, quod sit = V; haecque quantitas per 
omnes tres yariabiles differentiata praebeat 

dV=Sdx-j- gdy + Hdr, 

ex quo cum sit 8dx = dV— Qdy — Bdg, erit 

dv = dV-\-{q—Q)dy^{r — B)dg seu d.{v — V) = {q~ Q)dy (r ~ B)dg, 

unde ut ante patet quantitatem v—V functioni cuicunque binarum yaria- 
bilium y Qi z aeqnari posse. Quare ob V=fSdx prodit ut ante 

V =J'Sdx -|- F: (y et z); 

hocque ratiocinium, quo istbuc peryenimus, diligenter notari merotur, cum 
etiam in parte prima eximium usum praestare possit. 

Proposita enim aequatione [§ 296J 



cuius posterioris membri integrale manifesto est B' : (x + ay), hincque 

id^) “ ~ “ (fi) + 


5 
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quo una integratio absoluta est censenda. Quare cum sit 


habebitur 



de = (fix — ady) -}- adyF': (x + ay). 


Sit (I”) =i' X — ay = t, ut fiat 

ds =pdt + adyF': (t + 2ay) 
pro cluabus variabilibus t et y Mucque 

= Y P : (i{ 4" 2^2/) -{-J'dt^p — ^ F': (t + 2aj/)) = F:(x ay) J \(x 
quia 

J\t = /l\{x — ay) et F Ar'ia'^ = F\(x ay). 




PEOBLEMA 75 

452. Investigare indolem functionis trimn variaUlium x, y, s, cuius formula 
guaedam differentialis secundi gradus aegueticr datae cuipiam functioni S. 

SOLUTIO 

Denotet v functionem quaesitam, et cum eius sex dentur formulae 
differentiales secundi gradus, ponamus primo esse debere = 8 et inte- 

gratione semel instituta prodit 

(£) 

iterumque integrando 

V == fdx J" Sdx 4- xF : (y et z) -\- J : (p et z), 

ubi in formulae f dxj Sdx duplici integratione sola quantitas x ut variabilis 
spectatur, quemadmodum iam supra [§ 249] est inculcatum. Similis autem 
omnino est integratio aequationum 
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Pro reliquis formulis differentialibus secundi gradus sufficit hanc unam 
(J^) = /S resolvisse; quae primo per solam variabilem x integrata dabit 

( 0 ) 

Deinde altera integratione per solam variabilem y instituta colligitur 

'V =f dy f Sdx + J" dyf-. (y et g) ->r J:(x et g), 

ubi primum observo partem primam nullo discrimiue ordinis inter biuas 
variabiles x et y habito ita J^J'Sdxdy exprimi posse. Deinde quaecunqne 
fuerit f:(yet g) functio ipsarum y et s, si ea per multiplicetur et spec- 
tata g ut constante integretnr, evidens est denno functionem ipsarum y et g 
prodire, et quia ilia nullo modo determinatur, etiam banc fore indeterminatam 
ideoque arbitrariam, unde statuere poterimus 

V =ff Sdxdy ~]r r:(y et g) J: (x et g). 

COEOLLARIUM 1 

453. Hie observo per integrationem formulae f dyf: (y et g) iam sponte 
foimulam J:(xetg) invehi; cum enim ibi sola quantitas y ut variabilis 
spectetur, loco quantitatis constautis per integrationem adiiciendae fanctio 
quaecunque ipsarum x et g scribi poterit. 


COEOLLARIUM 2 

464. Quodsi functio ilia da,ta 8 evanescat, sequentes iutegrationes pro 
venient: 


Si 

/ ddv \ 

\~dWJ 

= 0, 

erit 

V == 

: xF: (y 

et 

g) -j- 

J : (y 

et 


si 

/ ddv \ 

= 0, 









V dt/ ) 

erit 

V = 

yF: (x 

et 

g) -f- 

J : (x 

et 


si 

1 ddv \ 

= 0, 

erit 








; • 

V = 

gF: (x 

et 

2/) + 

J : {x 

et 

y), 


/ ddv \ 

= 0, 









si 

\dxdy) ' 

erit 

V == 

F: (x 

et 

^) + 

J: {y 

et 


si 

( ddv \ 

= 0, 

erit 








\dxd^) " 

V == 

F: (x 

et 

y) + 

{y 

et 


si 

/ ddv \ 

= 0, 









\dyd^) ' 

erit 

V = 

F: (x 

et 

y) + 

J: [x 

et 
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COEOLLAEIUM 3 

455. Quia hie duplici opus est integratione atque etiam duae functiones 
arhitrariae, utraque binarum variabilium, in calculum sunt invectae, hoc cer- 
tissimum est criterium haec integralia inventa esse completa. 


SOHOLIOE 

456. Alio etiam mode haec eadem integralia erui possunt, qui nititur 
principio supra (§ 451) indicate, quodsi fuerit civ = Sclx + qdy + rcU, fore 

=f Sdx + f\ (i/ et i). 

Secundum hoc principium ergo, si fuerit = S, erit 

qua forma cum ilia collata loco v habemus et loco q et r has formulas 

integrale erit 

(S) + f: ( 2 / et ^). 

Cum iam porro sit 



erit 

civ = dxfSdx + dxf: {y et z) + dy + dz(^^ , 
unde pariter manifesto sequitur 


V = J' dx J‘ Sclx xF \ [y Qii z) ^ J \ [y z) . 


Pari modo operatio est instituenda pro aequatione = S', inde enim fit 




df^ 


. dydi 


cuius integrale est 


=f8dx + (i/ et z)\ 
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altera integratio instituatur in hac forma 

dv = Ayf Sdx + dyf-. (y et g) + dx 

unde ob J‘dyf:(yet 0 ) = r:(yet 0 ) obtinetur ut ante 

v = jy 8dxdy F : (y et g) J : (x et g) . 

PEOBLBMl 76 

457. Investigare indolem functionis trnm variabilium x, y et g, cuius guaedam 
formula differentialis tertii grains aeguekir datae cuijpiam quantitati 8 ex iUis 
variahilibus et constantibiis tdcunque compositae. 

SOLUTIO 

Posita functione quaesita = v percurramus non tarn singulas eius for- 
mulas differentiales tertii gradus quam eas, quarum ratio est diversa. 

Sit igitur primo = 8 et prima integratio statim dat 

(sf) -,/A’* + 2 /-(yets), 

turn vero altera 

ijx) + 2a:r : (y et g) + J : (;;/ et g), 

unde tandem colligitur 

J dxj'dxj‘8dx -J- xxF: {ij et g) -|- xJ [y et 5 ;) J!?; [y et g). 

Sit secundo ^ et binae priores integrationes ut ante dant 

(%) ■. [y et z) J \ [y et g)] 

quia nunc, ut vidimus [§ 452], pro f iy F\(p et z) scribere licet F\ {y et z), per 
tertiam iutegrationein inveniinus 

^ ^dx^dy xF \ {y et z) J : (p et z) 1 ! {x et ^). 
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In Ms autem duobus casibus omnes formulae differentiales tertii gradus 
variabilibus permutandis continentur sola excepta ultima bac » quam 

idcirco seorsim tractari oportet. 

Sit igitur = 5^ et prima integratione per solam variabilem x in- 

stituta obtinetur 

nunc secundo integretur per solam variabilem ij ac reperietur 
(£). ^fJ : ( 2 / et 5') -f z/ : (a: et z), 

unde tandem tertia integratio per z dabit 

V =J ^ Sdxdyclz = F : (j/ et z) J (x et z) : (x et y) , 
sicque problema perfecte est resolutum. 

COEOLLARIUM 1 

458. Quoniam Me triplici opus erat integratione, integraba inventa etiam 
tres functiones arbitrarias complectuntur easque singulas binarum variabilium, 
quemadmodum natura integralium completorum postulat. 

COEOLLAEIUM 2 

459. Si quantitas data S evanescat, integralia baec sequenti modo se 
babebunt: 

Si Merit = 0, erit 

V = xxF : [y et z) -|- xJ : (y et z) -j- S: (y et z) ; 

si Merit = 0, erit 

v = xr:(y et z)-\- J: {y et .e) + 27 : (a; et z ) ; 

V = F: (y et z) (x et z) S:(x et y). 
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SOHOLION 

460. Eadem integralia etiam altera methodo supra [§ 451] exposita inveniri 
possuut superfluuiuque foret siugulas operationes hie apponere. Aeque parunr 
autem opus erit has investigation es ad formulas differentiales altiorum gra- 
duum prosequi, cum lex progressionis functionum arbitrariarum singulas 
iutegralium partes constituentium cum per se turn per ea, quae supra sunt 
exposita, satis sit manifesta. Quare huic capiti, quo una quaedam formula 
differentialis quantitati datae aequari debet, plene est satisfactum. 

Antequam autem ulterius progredior, duos adhuc casus satis late patentes 
proponam, quorum resolutio facile ad praecedentes iam tractatas calculi inte- 
gralis partes reducitur, quam propterea hie tanquam concessam assumere licet, 
siquidem difficultates, quae in iis occurrunt, non ad praesens institutum sunt 
referendae. 


PROBLEMA 77 


461. 8i in relationem pro^ositam, ex ejua neduram functionis trium variahilium 
X, y et 0 definiri oportet, aliae formnkie di'lferentiales non ingrediantur, nisi quae 
ex unica variabili x oriunfur, quae stmt 




etc. , 


functionem quaesitam investigare. 


SOLDTIO 

Cum aequatio propositain continens relationem alias fornuilas dilferen- 
tiales praeter memoratas non comprehendat, in ea binae quantitates y et z 
pro constantibus habentur ideoque etiam in singulis integrationibus tanquam 
tales tractari possunt. Hinc aequatio proposita duas tantum variabiles x et v 
involvere est censenda et reiectis formularum diflferentialium vinculis habe- 
bitur aequatio differentialis ad librum primum referenda, in qua, si ad altiores 
gradus exsurgat, elementum dx constans sumtum est putandum. Quodsi 
ergo praeceptorum ibidem traditorum ope haec aequatio integrari queat, turn 
loco constantium per singulas integrationes ingressarum substituantur functiones 
arbitrariae binarum variabilium y et veluti F-.^yetz), /J\{yetz) etc., 
sicque habebitur solutio completa problematis propositi. 
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COROLLAEIUM 1 


462. Praeter plurimos igitur integrabilitatis casus in libro I expositos 
otiam sequentes aequationes differentiales quamtumvis alti gradus resolutionem 
admittent 


et 


»- + HS:) + ^■(^) + ^(£) + »‘<=' 

S^A.+ S.Q1) + « (g) + etc. 


COROLLAEIUM 2 

463. Yinculis enim abiectis eiusmodi habentur aequationes differentiales, 
quales in extremis capitibus libri I integrare docuimns.^) Tantum opus est, 
ut loco constantium per integrationes ingressarum scribantur tales functiones 

r\[y z), E\ (y et z) etc. , 

ut hoc pacto integralia completa obtineantur. 

SCHOLION 

464. Hue etiam referri possunt eiusmodi relationes propositae, in quibus 
formulae differentiales bina elementa dx et dy involventes ita continentur, ut 
hoc dy ubique eundem habeat dimensionum numerum, cuiusmodi sunt 

/dv\ / ddv \ / d^v \ f d^v \ , 

\dy)’ \di^)' \d^) 

vel 

fddv\ f d^v \ / d^v '\ / d^v \ , 

\di/^/’ \dxd%f/ xdx'^dy^)’ Kdx^dy'^J ^ 

ipsa autem turn quantitas v nusquam occurrat. Si enim turn pro priori casu 
ponatur = u, pro posteriori vero = 'ti', relatio ad casum problematis 
revocabitur alias formulas differentiales non continens praeter 



1) Vide notas p. 296. P. E. 
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et ipsam forte functionem u.- Quare si aequationem per praecepta supra 
tradita integrare indeque functionem u deflnire licuerit, turn restituendo 
loco M vel (f^) vel (^I), ut fiat (g) = 8 vel = 8, etiam Mnc per prae- 
cepta huius capitis ipsa functio v determinabitur. Quin etiam hoc modo 
resolvi poterunt aequationes huiusmodi tantum formulas differentiales com- 
plectentes 

/ \ f + \ / df‘+''+^v , 

\dyf'-ds!'’)’ \dxdi/‘^ds'‘ ) ’ Kdx^difds^J ® 


ubi omnia tria elementa dx, dy, dz occurrunt; posito enim 
aequatio alias formulas non continebit praeter 




una cum ipsa functione u sicque ad casum huius problematis erit referenda; 

ex cuius resolutione si prodierit u — 8-=\ — - — - existente iam 8 functione 

\Ai/dz / 

cognita, investigatio ipsius functionis v iam nulla amplius laborat difficultate. 

Datur autem praeterea alius casus ad libri 11. partem priorern reducibilis, 
quern sequenti problemate sum expediturus. 


PROBLEM! 78 

465. 8i in relcitionewi pTopositan, ex yua trium vafiobilium x, y, s functionem 
V definiri oportet, aliae fonnulae differenticdes non ingrediuntur , nisi gy-iac ex 
vwriahilitate hinarum x et y tantum nascuntur teriio elemento dm penitus excluso, 
functionem v investigare. 

SOLUTIO 

Quoniam in aequationem resolvendam, qua relatio proposita continetur, 
quantitas e non ut variabilis ingreditur, quotcunque integrationes fuerint in- 
stituendae, in iis ita quantitas 'S, tanquam esset constans, tractari debet. Huius 
eigo aequationis resolutio ad partem praecedentem est referenda, cum functio 
binarum tantum variabilium x et y ex formularum dilferentialium relatione 
data sit investiganda. Quodsi itaque negotium. successerit et integrate fuerit 
inventum, in eo totidem occurrent functiones arbitrariae unius variabilis certo 



I 
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modo ex a: et 1 / conflatae, quot integrationibus fuerit opus; sit r:t huius- 
modi functio, ubi t per x q\i y daii assumitur, ac nunc, ut ista solutio ad 
praesens institutum acconimodetur, ubi quantitas variabilibus annumeratur, 
loco cuiusque functionis arbitrariae F-.t scribatur liic functio sci- 

licet duaruin variabiliuin, sicque babebitur integrate completum. 

COEOLLAEIUM 1 

466. Si ergo liaec proposita fuerit aequatio 



quia in parte praecedente [§ 296] invenimus 

v = ay) J\{x — ay), 

pro casn praesente, quo v debet esse functio trinm variabilium x, y et z, 
integrate ita se habebit 

V = T \ {x ay z) -\- J \ (x — ay z). 

COEOLLAEIUM 2 

467. Hie scilicet meminisse oportet formam 

r \ (x ay z) 

designare functionem quameunque binarum variabilium, quarum altera sit 
= x-\-ay, altera vero = z] unde ipsam functionem per applicatam ad certain 
superficiem relatam repraesentare licebit. 


SCHOLION 

468. Non solum autem aequationes in problemate descriptae ad partem 
praecedentem calculi integralis reducentnr, sed etiam innumerabiles aliae, 
quae facta quadam substitutione ad earn formam revocantur. Veluti si in 
aequatione proposita aliae formulae differentiates non occurrant, nisi in quibus 
omnibus unica dimensio elementi dz reperitur, quae sunt 


fAv\ / ddv \ 

1, 1 

l' ddv 

f dH \ 

1, 1 

f dH ^ 

1 

(. d^v \ 

\cu)' \dxdz) 

\dyd0) 

’ KdxHz) 

\dxdyd0) 

Kdy^dz) 


4,3* 
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manifestum est posito == u aequationem illam in aliam transformari, ex 
qua iam functionem u investigaxi oporteat, eanique ad casum in problemate 
exposituni referri. Quare si inde indoles functionis u definiri potuerit, ut sit 
u==8, restat, ut liaec aequatio ^ resolvatur, unde, ut ante [§ 446] 

vidimus, fit 

'o=f 8ds + r: (a; et y). 

Hoc idem tenendum est, si aequatio proposita ope substitutionis == u 
vel = u etc. ad casum problematis reduci queat ; quin etiam per se 

est perspicuum, si ope transformationis cuiuscunque aequatio proposita ad 
casum problematis reduci queat. Tales autem transform ationes supra plures 
exposui, dum vel loco functionis quaesitae v alia u introducitur ponendo 
V = 8u vel ipsae variabiles x, y, s in alias p, q, r mutantur, quae ad 
illas certam teneant rationem, quod negotium pro casu duarum variabilium 
supra [§ 232, 240] fusius explicavi; hocque ita perspicuum est,, ut similis 
reductio ad hunc casum trium variabilium facile accommodari queat. In 
sequentibus tamen forte eiusmodi transformationes occurrent; ad alios ergo 
casus, ubi omnis generis formulae differentiales occurrunt, progredior vix ultra 
prima elementa rem producturus. 



OAPDT in 


DE EESOLTJTIONE AEQUATIONTM DIEFERBOTIALIOM 

P RTMT GEADUS 


PEOBLEMA 79 


469. Si pro functione v trkmi variabilium x, y, 2 posito 

dv =pdx + qdy -f- rds 

fuerit 

ap yr = 

indolem ftmcUonis v definire. 

SOLUTIO 

Cum sit ydv = ypdx yqdy — [ap ^^de, erit 

ydv = p(ydx — adsi) -f q(ydy — /3di) 

ideoque ponendo yx — az — t et yy — /3z = u habebitur ydv =pdt qdu, 
unde patet quantitatem v aequari functioni cuicuuque binarum variabilium t 
et u, ita ut sit v = r\(t Qi m) et restitutis valoribus assumtis 

V = F: (yx — et yy — 


quae ergo est solutio problematis, si inter formulas differentiales 
baec conditio, ut sit 



proponatur 


cuius itaque aequationis integrals clarius ita exbibetur 


V = r : — 

\a 
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COEOLLARIUM 1 

470. Evidens est hoc integrals etiam ita exprimi posse 


V 


= r:(- 


^ et 
^ /3 


quandoquidem in genere, iiti supra [§ 450] observavimus, est 

r: {x ei y) = J : (t et u), 

siquidem t et u utcunque per x et y determinentur. 


OOROLLARIUM 2 

471. Quin etiam afflrmare licet constitutis his tribus formulis 

X y y 0 z X 

a ^ ^ y ’ y a 

quantitatem v esse functionem quamcunque triuin harum formularum; siquidem 
unaquaeque iam per binas reliquas datur ac propterea v nihilominus functioni 
duarum tantum quantitatum variabiliuTU aequatur. 


PEOBLEMA 80 

4:12. . Si posito dv = pdx qdy -\- rd 2 Jiaec conditio requiratur, ut sit 

I , f dv\ , ( dv\ . ( dv\ 

px^qy + re = nv sen y\yy) + 

indolem Jmius functionis v investigare. 

SOLUTIO 

Ex conditions praescripta capiatur valor r — ~ — qijQ gubstituto fit 

-i> 0* - + S - -f) 


seu 
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Quo primuxn membrum iutegrabile reddatur, multipKcetur per ita ut iam 
habeamus 


S” s'' 2 ' s" s 


Cum nunc quantitates p Qi q_ non sint determinatae, quoniam in genere ex 
tali aequatione dV — PdX + QdY sequitur 1^= r : (X et Y), pro nostro casu 
colligimus 



Si scilicet functio quaecunque binarum quautitatum y et per s'' sen etiam, 
quod eodeni redit, per a?” vel y" multiplicetur, oritur valor idoneus pro func- 
tione V conditioni praescriptae satisfaciens. 


COEOLLARIUM 1 

473. Perspicuum autem est formam Y‘[-j et y) exprimere eiusmodi 
functionem, in qua tres variabiles x, y, s ubique constituant nullum dimen- 
sionum numerum, ac vicissim omnes huiusmodi functiones in forma ilia con- 
tineri. 

COEOLLARIUM 2 

474. Multiplicatione autem porro facta per s” oritur functio bomogenea 
trium variabilium x, y, s, cuius di m ensionum numerus est = «; unde solutio 
nostri problematis ita enunciari potest, ut quantitas quaesita v sit functio 
bomogenea trium variabilium x, y ei s dimensionum numero existente = n. 


COEOLLAEIUM 3 

475. Quodsi ergo conditio praescripta sit 

px + qy + r!-a sen -Kli) + S'© +"(£)“ »• 

quantitas v erit functio bomogenea nullius dimensionis trium variabilium 
X, y et s. 



344 


LIBEI POSTERIOEIS PARS ALTERA CAPUT III § 476—478 [427—428 


SOHOLION 


47G. Simili modo solutio succedit, si conditio praescripta postulet, ut sit 


apx + 13 qy + y'rs = nv sen ax (j^ + y0 (J|-) = ; 

, . ^ nv — apx — Rq,y ni 

tnm enim ob r = nt 

y z 

quae aequatio sequenti forma exhibeatur 

ydv nd 0 px/ydx ad0\ . gy /ydy 

V 0 wV® 0 J V \ y 0 )' 


ex qua concludimus integrale primi membri ylv — nig aequari functioni cui- 
cunque binarum quantitatum ylx — alg et yly — et logarithmorum 
numeris sumtis fore 


gn ■ 



Ponamus a = 4-, 3 ==— et y = — 

X ’ ^ tjb / V 


ut conditio praescripta sit 


px 

T 


_(_ £2/ _l_ ^ 


11 V, 


et solutio reducetur ad hanc formam 



Quodsi porro scribamus = Z, if ^ Y et z"^Z, fiet 



ideoque quantitas quaesita v est functio hoinogenea, in qua tres variabiles 
Z, Z et Z ubique eundem dimensionum numerum == n adimplent, 
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PEOBLEMA 81 

477. Si ^osito dv =pdx qdy rdz haec conditio praescribatur , ut sit 

px qy -{■ re = nv + S 

existente 8 functione quacunque data varidbiliuni x, y, e, investigare naturam 
functionis quaesitae v. 

SOLIJTIO 

Gum conditio praescripta praeleat r == — , erit 

7 flvde 8ds . xds\ , A, 

cU _ = _ + p a; ^g^[dy-l^) 

seu 

• ^ i- gr.-i g ■ 

Sit x = tz et y = us, ut iam S fiat functio trium variabilium t, u et z, et 
formula differentialis ita integretur, ut quantitates t q\, u conatantes 
habeantur; quo integrali posito = V erit 

v=Vz^-^ z^r:(- Qt 

ubi pars posterior significat functionem homogeneam trium variabilium x, y, z 
numero dimensionum existente = n. 

COEOLLARIUM 1 
* 

478. Si S sit quantitas constans = G, erit 



hincque primum integralis membrum 

F^"= — 

n 

ex quo perspicuum est eundem valorem proditurum fuisse quantitatibus 
X, y, z inter se permutatis. 
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COEOLLAEIUM 2 

479. Si 8 sit functio homogenea ipsarum x, y, s dimeiisionum ntimero 
existente =w, quia turn posito x — t2 et y = uz- sit S = Mf\ ita ut M 
tantum quantitates ^ et involvat ideoque pro constante sit habenda, prodit 




Afg"-” ^ S 

m — n (m — n)s’‘ 


sicque primum integralis membrum erit 


8 

m — n 


COEOLLAEIUM 3 

480. At si hoc casu sit m = n, fit V = Mh G ^ Mlaz et primum 

integralis membrum = SIm. Pari iure id autem erit = 8lby vel 

Slax, id quod satis est manifestum, cum horum valorum differentia fiat 
functio homogenea « dimensionum ideoque in alter o integralis membro con- 
tineatur. 

SGHOLION 

481. Principium hums solutionis in hoc lemmate latissime patente con- 
tinetur, quod, si fuerit 

dV==^8dZ-^PdX~\- QdY, 

ubi 8 denotat functionem datam, P et Q vero functiones indefinitas, futurum 
sit 

r==f8dZ+r\{XetY)-, 

at hie non sufficit indicasse in integratione formulae 8dZ solam quantitatem 
Z pro variabili haberi, sed insuper notari convenit binas X et U tanquam 
constantes tractari debere. Quare si forte 8 sit proposita functio aliarum 
trium variabilium x, y, a, ex quibus hae X, Y, Z, quarum ratio hie est 
habenda, certo modo nascantur, primum loco x, y, a istae X, U et X intro- 
duci debent, ut fiat 8 functio harum X, Y et Z; turn vero demum binis X 
et Y pro constantibus solaque Z pro variabili sumta integrale ^8dZ est 
capiendum. Ita in casu problematis pro integrali quantitates y et y 

ut constantes sunt spectandae sola z pro variabili sumta; ex quo in functione 8 
statui oportet a: = t8 et y == us, ut 8 fiat functio ipsarum s, t — y et m = y > 
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quarum binae posteriores pro constantibus sunt babendae. Hoc ergo casu 
insignis error committeretur, si quis sumta s variabili reliquas x y ut 
constantes tractare voluerit, quoniam ambae x Qi y etiam variabilem s in- 
volvere sunt censendae. Quod autem variabilibus permutatis primum inte- 
gralis membrum idem resultare debeat, ut sit 


.n -• n rSdx 


inde patet, quod posito x = t 2 et dx == tds ob t constantem sumendam fiat 




8dg . 


in utraque enim integrations rationes variabilinm y , y , -- pro constantibus 
sunt babendae bincque in reductione facta quantitas ^ = y recte ut constans 
spectatur. 


PROBLEM! 82 

482. Si posito dv = pdx qdy rdz Jiaec conditio praescribatur, ut esse 
debeat 

pL-{-qM-{-rN—Q 

existentihus L, 31, N functionibus datis xespiective vaTiabilium x, y et nenipe 
L ipsius X, M ipsius y et N ipsius s tanhmi, naturam functionis quaesitae v 
definire. 

SOLUTIO 

Ob r = — aequatio principalis fit 

, /, Lds\ , MdA 

dv=p(dx — -^) + q[dy 

vel 

Statuatnr 

Cdx r d0 , f dy rds 

“-j jT-jjf’ 
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ut flat dv =pLdt + qMdu, et manifestum est quantitatem v aequari debere 
functioni caicunque binarum variabilium if et m, quas ita quoque describere 
licet, ut positis formulis tribus integralibus 


ff’ /I /' 


pro t et M sumi oporteat differentias inter binas earum. 


SOHOLION 1 

483. Solutio etiam successisset, dummodo ^ fuisset functio ipsarum x 
et et ^ ipsarum y Qi s tantum; turn enim multiplicatores P ei Q ad inte- 
grationem apti quaeri debuissent, ut fieret 

P (dx — = dt et Q (dy — = du, 

et ob dv = ^ foret v = F : {t et u). Permutandis vero variabilibus 

X, y s etiam alii casus resolubiles prodeunt. Quando autem. quantitates 
L, M, N aliter sunt comparatae, via non patet certa ad solutionem per- 
veniendi; quae certe baud parum abstrusa videtur, cum pro hoc casu satis 
simplici 

(y + d)p + (a; + + 2/)^' = 0 

per plures ambages tandem ad hanc pervenerim solutionem, ut posito 


fiat 


t = (x y -\- z) (-x — zf et u = (x y i) (y — 
V = P: et u)] 


quoniam igitur binae quantitates t et u, quarum functio quaecunque loco v 
posita conditioni satisfacit, hoc casu tantopere sunt complicatae, generaliter 
multo minus solutionem expectare licebit. 


SCHOLION 2 

484. Ad plures autem alios casus solutio extendi potest. Si functiones 
datae L, M, N ita fuerint comparatae, ut alias E, F, G, E reperire liceat, 
quibus fiat 
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turn enim posito p = FE QQ et g- = PF + QE fiet 

civ = Pdt -\- Qdu, 

ubi F et Q sunt functiones indeflnitae loco p et q introductae, quantitas v 
aequabitur function! cuicunque binarum variabilium t et ti seu erit 

v = r:{t et 

Totuni ergo negotium hue redit, ut pro datis functionibus L, M, N functiones 
E, F et G, E inveniantur, quod quidem semper praestari posse videtur, sed 
haec ipsa quaestio plerumque diffleilior evadit quam ipsa proposita. Sufficit 
autem binas eiusmodi functiones E et F indeque quantitatem t investigasse, 
quia deinceps permutandis variabilibus x, y, 0 una cum respondentibus func- 
tionibus L, M, N sponte idoneus valor pro u elicitur. Ita in exemplo ante 
allato 

L = y 2, M ~ X 2, N = X Ar y 

postquam invenerimus t = [x -\- y — s)^, sola perinutatio statim pvaebet 

%c ^ {x y 2)[y — z)' vel etiam m = (a; -j- 1/ + 0) — </)^; perinde enim est, 

utro valore utamur. 

PEOBLEMA 83 

485. Si posito dv = pdx -j- qdy -\~ rdz haec conditio praescrihatur, %it sit 

pqr = l, 

naturam functionis v investigare. 


Ob r = — erit 
PQ. 


SOLUTIO 
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■aude colligimus 

„ r ( ^ , sdp »dq\ 

-y =j3a; + 22/ + J — 

qua transfoxmatioue id sumus assecuti, ut formula integralis bina tantum 
differentialia dp et cig involvat. His igitur in locum principalium inductis 
coucludimus illam formulam iutegralem aequari debere fuiictioni cuicunque 
binarum variabilium p et g. Sit S talis functio, ut fiat 

=_pa: + ^2/ + ^ 


et iam superest, ut, cum litterae p g ixi calculo retineantur, aliae duae 
elidautur, id quod inde est petendum, quod sit 


ideoque 





X 


0 

' ppq 


dS 

dp 



Nunc igitur solutio ita se habebit. Introductis bis ternis variabilibus p, g 
et 0 sumtaque binarum _p et 2 functione quacunque 8 capiatur 



ac turn functio quaesita v ita definietur, ut sit 



— 8. 


Vel si malimus v per ipsas tres variabiles x, y, 0 exprimere, ex binis aequa- 
tionibus 

0 , (dS\ , 0 . fdS\ 

X = b ( j — ) ®t y — h ( 7 ' ) 

ppq .^dpJ pqq \dq/ 


quaerantur valores ipsarum p et g, quibus in functione 8 substitutis erit 

v^px^ gy — 8 


sicque quaesito erit satisfactum. 
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COROLLMIIUM 1 

486. Si functio S sumatur quantitas constans O, oh ppq 


erit 

hincque 
unde fit 


~ etpqq 


Z 

V 


pq 


r xy 


P = et = 

r XX ^ yy 


V = — (7, 

qui est valor particularis probleniati satisfaciens. 


OOEOLLAEIUM 2 

487. Quoniam in conditione praescripta pqr = 1 iseu (~j == 1 

tantum differentialia trium variabilium x, y et z occnrrunt, eas quantitatibus 
constantibus quibusvis augere licet, unde nascitur solutio aliquanto latius 
patens 

•V = 3 l^(a; + a.)(i/ + l)(z + c) — <7. 

SOHOLION 1 

488. Alius datur praeterea casus facilem evolutionem admittens ponendo 
/S' == 2 cl/p O', unde colligitur 




ideoque 

Assequimur ergo 


,yy_ 

]/.r 




et q 


]/?/ r Vx 


Vxy-c ” j/y y Yxy- 

f yxy—c 

V z (yxy — c)“ 

et permutandis variabilibus simili modo babebimus 

v = 3Vyiyxz — &)“ et v = 3Vx{Vyz — aY, 
ubi porro pro x, y, z scribere licet x-\-f, y -\-g, z-{-h. 
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Ceterum patet solutionem generalem perinde succedere, si quantitas r 
functioni cuicunque ipsarum ^ et g' aequari debeat sea si intei p, q, r 
aeqaatio qaaecanque proponatar. 


SCHOLION 2 

489. Qaodsi enim posito dv =pdx qdy -\- rdg inter ternas formalas 




aeqaatio proponatar qaaecanqae, qaae differentiata praebeat 


tarn facto 
at sit 


Pdp + Qdq + Mdr = 0, 
8^ f {xdp -{-ydq-P edr), 


V = px qy + Tz — 8, 

sumatar fanctio qaaecanqae triam qaantitatam p, q, r, qaae sit V, baecqae 
differentiata praebeat 


■ tarn vero est 
ideoqae 


dV= Ldp + Mdq + Ndf, 

0 == Pitdp -|- Qudq + Jtudr 
(i + Pu)dp + (Jf+ Qu)dq + {N Bu)dr, 


qaae forma ob novam introdactam variabilein u latissime patet. Stataatar 
iam 5'= F iietqae 

x = L-]-Pu, y = M-\-Qu, s = 

ita at nanc praeter variabiles p, q, r, qaaram ana per binas reliqaas datar, 
nova babeatar u, ex qaibas iam tres x, y q\> z ita definivimas, at per eas 
vicissim hae p, q, r et u determinentar; tarn vero erit 


v=px -j- qy -1- rz — F. 
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Quare pro V sumta quacunque functione trium quantitatum jp, g[, r, inter 
quas eiusmodi conditio praescribitur, ut sit 


sumatur 


Pdp + QAq_ + Bdr = 0, 



eritque 

» = {Pj> + «S + + !> (f ) + S© + K© - K 

quae solutio praecedenti ideo est anteferenda, quod in banc tres quantitates 
p, q, r aequaliter ingrediuntur. 


PEOBLBMA 84 


490. Si posito dv = pdx qdy rdz liaec conditio praescribatur , ut esse 


debeat 


naturam functionis v definire. 


pqr ■■ 


xyg 


SOLUTIO 

Ponamus p = ^, S' = ^ , ^ ^ conditionem praescriptam debet 

esse PQB = 1', turn vero erit 

dv Pdx . Qdy Pdz 

V x y ' g 

Statuamus nunc 

Iv = r, lx =X, ly^Y, U^Z 
et habebimus banc aequationem 

dV^PdX-Y QdY+ BdZ, 

pro qua esse debet PQB = 1', quae quaestio cum non discrepet a problemate 
praecedente, eadem solutio buc quoque facillime transferetur. 

Lkoniiaiidi Eulkiii opera omnia I is Instifcutiones calculi integralis 46 
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[441 


SCHOLION 

491. Plures casus, quos forte in hoc capite expedite liceat, hie non 
evolvo, cum quia usus nondum perspicitur, turn vero imprimis, quoniam huius 
partis calculi integralis prorsus adhuc incognitae prima tantum principia ad- 
umbrate constitui. Pro formulis autem differentiahhus altiorum graduum, 
quae in conditionem praescriptam ingrediantur, vix quicquam proferre licet 
praeter quasdam observationes ad aequationes homogeneas pertinentes, quibus 
ergo hanc partem calculi integralis sum finiturus simulque toti operi finem 
impositurus. 


CAPUT lY 


DE AEQUATIONDM DIEEERENTIALIUM 
HOMOEENEAEUM EESOLUTIONE 

PEOBLEMA 85 

492. Si V aequetur functioni ciiicunqtte linarmn quantitafum t et u ita per 
tres variahiles x, y et s determinatarum, ut sit 

t = ax-\-^3 et u = 

eius formulas differentiates omnium graduum inde definire. 

SOLUTIO 

Cum V sit functio quantitatum 

t = ax-\-^s et u = Yy-\-8g, 

eius formulae differentiales ex his duabus variabilibus natae iunotescent, 
scilicet 

(dv\ (^'^\ f ddv\ / ddv\ fddv\ , 

\dt)’ \dW)’ \dtd^)’ Vchd) ’ 

hinc autem statim colligimus 



formulas scilicet differentiales primi gradus. Pro formulis autem differentia- 
libus secundi gradus adipiscimur 


46 * 
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( dAv\ (ddv\ [ddv\__ n(^v\ ^fdd^\ 

\Mj) ” \W - ^P\ df) + \dtdu) 

et 

Simili modo ad tertium gradum ascendimus 




unde facile patet, quomodo has formulas differentiales ad altiores gradus con- 
tinuari oporteat. 


SOHOLION 1 

493. Hoc problema fortasse generalius concipi debuisse videbitur quan- 
titates t et u ita per tres variabiles x, y, g definiendo, ut esset 

t = ax (Sy -\- yg et u = dx sy -t- ^g] 
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veriim cum haec hypothesis in eum tantum finem sit facta, ut v fieret functio 
ipsarum t et u, eviclens turn quoque v spectari posse ut fuuctionem harum 
duarum quantitatum st — (3u et — au, quarum ilia ab y, haec vero ah a; 
erit libera. Quocirca hypothesis assumta latissime patere est censenda; ex- 
ceptio tamen forte hinc admittenda videbitur, si fuerit t — x-\-sb\>u = x — z, 
quia hie ipsius u valor non continetur; verum etiam hoc casu quantitas v ut 
functio ipsarum t u et t — u spectata fiet functio ipsarum x et z, qui casus 
utique in hypothesi continetur sumtis /3 = 0 et y = 0. 

SCHOLION 2 

494. Hoc problema ideo praemisi, quia alias aequationes differentiales 
tractare hie non sustineo, nisi quibus eiusmodi valor satisfacit, ut v aequetur 
function! cuicunque binarum novarum variabilium t et u, quae ab principali- 
bus X, y, s ita pendeant, ut sit, quemadmodum assumsi, 

t = ax-\-^z et u = yy Ss . 

Huiusmodi autem aequationes, quibus hoc modo satisfieri potest, esse homo- 
geneas facile patet, ita ut aequatio resolvenda constet nonnisi formulis dif- 
ferentialibus eiusdem gradus singulis per constantes quantitates multiplicatis 
et inter se additis, qua appellatione aequationum homogenearum iam in parte 
praecedente [§ 416 — 428] sum usus. 

Proposita ergo huiusmodi aequatione homogenea loco singularum formu- 
larum differentialium per elementa dx, dy, dz formatarum substituantur 
valores hie invent! per elementa dt et du format! et turn singula membra, 
quatenus certam formulam differentialem ex elementis dt et du natam com- 
plectuntur, seorsim ad nihilum redigantur indeque rationes et y deter- 
minentur, quandoquidem quaestio non tarn circa has ipsas quantitates quam 
earum rationes versatur. Quoniam igitur duae tantum res investigation! 
relinquuntur, si pluribus aequationibus fuerit satisfaciendum, eiusmodi aequa- 
tiones homogeneae hac ratione resolvi nequeunt, nisi casu plures illae 
aequationes ad duas tantum revocentur, id quod in sequentibus clarius 
explicabitur. 
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PEOBLEMA 86 

495. Proposita aequatione homogenea primi gradm 

investigare naturmn functionis v trium variaUlium x, y et s. 

\ 

SOLUTIO 

Pingatur T\(t et u) existente 

t = ax ^0 et UF=yy + S0 

et facta substitutione ex problemate praecedente aequatio nostra in duas 
partes dividetur 

(g)(4»+C« + (g)(7Jy+CT)-0, 


quarum utraque seorsiin ad nihilum rediicta praebet 

I 

a 

nnde fit 


■A , 4 

et 


0 ^ ’ 


a C y 

t=Gx — A 0 et u=Cy — B 0 . 
Quare aequationis propositae integrate completum erit 


v = r\{Cx — A 0 et Cy — B 0 ), 
qnod etiam concinnius ita exhiberi potest 

y 


• Vf G B C 


COEOLLAEIUM 1 

496. Permutandis variabilibus hoc integrale etiam ita exprimi posse 
evidens est 


v= r- — ^ Pi y ^ 


ve, « = r:(£-|et|-i.). 
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quoniam est 

A B \A gJ \b a)' 


COEOLLAEIUM 2 

497. Quin etiam constitutis ex aequatione proposita his tribus formulis 

X y X z y z 
A~^’ A~C’ 'B~^U 

functio quaecunque ex iis utcunque conflata valorem idoneum pro v sui^pedi- 
tabit. Quoniam enim harum binarum formularum unaquaeque est differentia 
binarum reliquarum, talis functio duas tantum variabiles complecti est 
censenda. 


COROLLARIUM 3 

498. Perinde est, quanam harum trium formarum integralium utamur; 
quando autem binae novae variabiles t et u inter se fuerint aequales, turn 
alia est utendum. Veluti si esset (7=0, prima forma v = T'.{z et z), utpote 
functio solins z, foret inutilis et integrate completum esset futurum 

y = r ; ^ et ^ sen v ^ r\(Bx — Ay et z). 


PROBLEMA 87 


499. Pfoposita aequatione homogenea secundi gradus 



casus investigare, quihus eius integrate liac forma r:(t et u) expnmi potest exi- 

stente , , t 

t = ax-\-(yz et u = yy-\-oz. 

SOLDTIO 


Facta substitutione secundum formulas in Problemate 85 traditas 
aequatio proposita in tria membra sequentia resolvetur 
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+ (^_^)(2(7/3(y + 2I)aY + 2Ead + ^F^y) 
+(45-)(%^+c'M+2Jr^) 



quorum singula seorsim niHlo debent aequari. At piumum praebet 


ultimum vero 


/3 -Ey]/{EE~AO) 
a~ O ’ 

d -F + y{FF-BC) 

y~ 6 


qui valores in media, quae ita referatur 


ay ^ y « 


0 , 


substituti suppeditant banc aequationem 

EF - CD = y{EE - A C) {FF ~ B G) , 


qua aequatione conditio inter coefficientes A, B, G, JD, E, F continetur, ixt 
solutio hie applicata locum invenire possit. liaec autem aequatio evoluta dat 

GGDD -~2GDEF + B GEE + A GFF - A B GG == 0 , 

unde fit 


^ 2EEF-BEE~-AFF 
DD-AB ’ 

quia factor G per multiplicationem est ingressus. Quoties autem haec con- 
ditio habet locum, ut sit 

A FF A-EEE-\- GBD^^ABGF^B EF, 

to ties haec expressio algebraica ex aequatione proposita formanda 


AxxA-Byy + G 00 4 - 2Bxy -f 2Ex0 + 2Fy0 

in duos factores potest resolvi neque ergo aliis casibus solutio hie adhibita 
locum habere potest. 
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Quo ergo hos casus solutionem admittentes rite evolvamus, ponamus 
liuius formae factores esse 

{ax -^hy cz){fx-\- (jy -{-tiz), 

quod ergo eveniet, si fuerit 

A = af, JB = lg, G=cli, 

2D = ag-\-bf, 2JE =-= ah cf, 2F -=hh eg , 

unde utique fit 

AFF-\-BEE+ GI)B = ABG-^2I)FF. 

Hinc autem pro solutioue colligitur 


et 


YOl -^-=5 

a c 

vel 

A _ =1 

a li 

, d -h 
vel — = — 
y c 

vel 

^ —9 
y h ’ 

[) fractionibus 

) 

1 

a 

et — valores sibi 

7 

t = ex — as 

et 

u= cy — bs, 

il 

1 

et 

II 


iungi oportere, ita ut sit 

vel 
vel 

Quocirca pro his casibus solutionem admittentibus integrale completum erit 

V = F: [cx — as et cy — hs) A: [hx — fs et hy — gs) 
seu 

^ ( X s , v s\ , ^ / X s , y s 

v = r:{ et ) + A : — -Y- et ^ 

\a c b c) \f li g h 


COEOLLAEIUM 1 

600. Hoc ergo modo aliae aequationes fiomogeneae secundi gradus re- 
solvi nequeunt, nisi quae in fiac forma continentur 




f ddv^ 


+ (“H + V) (^) + (‘■'* + (i^) + (“ + Cf) 


\dxdy 

Leonhardi Eulbri opera omnia Its Institutiones calculi integralis 


46 
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turn yero integrate completum erit 


r: 


A et f - ^ 
c b c 







OOEOLLAEIUM 2 


501. Quo autem facilius dignoscatur, utrum aequatio quaepiam proposita 



eo reduci possit necne, formetur inde haec forma algebraica 

“j“ ^yy ^ JDxy ” 1 “ ^ jk/X0 2 ^ 5 

quae si resolvi patiatur in duos factores rationales 

(ax + hy-\- cs) (fx + gy + hs), 
eius integrate completum Mnc statim exhiberi potest. 


OOEOLLAEIUM 3 

502. Unicus tantum casus, quo duo isti factores inter se fltiut aecpiales, 
exceptionem postulat, quoniam turn binae functiones inventsie in unam coa- 
lescerent. Verum ex superioribus [§ 416] colligitur, si hoc eveniat, ut sit f=a, 
h = g et fe = c, integrate completum ita exprimi^) 


g == 





ob 



SCHOLION 1 


503. Quibus ergo casibus aequatio homogenea secundi gradus resolntio- 
nem admittit, iis quoque in se complectitur duas aeqnationes honiogeneas 
primi gradus 



1) Aocuratius forma integralis desoribitur in § 508, 


P. E. 
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quippe quamm utraque illi satisfacit, et liarum integralia completa iunctim 
sumta illius integrale completum suppeditant. 

Hinc alia via aperitur aeqaationum hoinogeuearum secundi gradus inte- 
gralia inveniendi fingendo aeqaationem primi gradus ipsis satisfacientem 



turn 65 hac per triplicem differentiationem tres novae formentur 



quarum prima per f, secunda per g et tertia per h multqDlicatae et in unam 
summam collectae ipsam illam aequationem generalem producnnt, cuius in- 
tegrale supra exMbuimus. Ea ergo quasi productum ex binis aequationibus 
bomogeneis primi gradus spectari poterit, ex quibus coniunctis integrale com- 
pletum formatur. 

SCHOLION 2 

504. Inflnitae ergo aequationes bomogeneae secundi gradus bic exclu- 
duntur, quae boc modo integrationem respuunt seu ad aequationes primi 
gradus reduci nequeuntj qui casus exclusi omnes ex boc ciiteiio agnoscuntui, 
si non fuerit 

jiFpj^BEI]-\-GDD^ABC-^2DEF. 

Huius generis est ista aequatio = ( 7 ^) j 0 ^^^® integrale, cuius- 

modi bic assumsimus, non admittit; iieque etiam alia patet via eius integrale 
completum investigandi. Integralia autem particularia facile innumera exbi- 
beri possunt et quae adeo functiones arbitrarias complectuntur, sed tantum 
unius quantitatis variabilis, quae in praesenti institute nonnisi integialia 
particularia constituere sunt censendae. Si enim ponatur 

V = r:{ax 4 - /??; -f y^), 

46 * 



364 LIBEI POSTEEIORIS pars altera OAPUT IV § 504-607 [453-454 

facta substitutione fieri debet — sumto j/ = 1 debet esse c£/? = i; 

quare inmimerabiles adeo buiusmodi formulae coniunctae satisfaciunt, ut sit 

V = r; + -^2/ + ^) + //: + -~y + ^) + JS: : (jx + | y -|- ^ + etc., 

ubi pro a, j3, y, etc. numeros quoscunque accipere licet. Quamvis autem 
infiuitae buiusmodi formulae diversae coniungantur, tamen integrale nonnisi 
pro particular! haberi potest. Ex quo intelligitur iutegrationem completam 
istius aequationis maximi esse momenti methodumque eo per- 

veniendi fines Aualyseos non mediocriter esse prolaturam. 

Aequationes autem homogeneae tertii gradus multo inaiorem restrictionem 
exigunt, ut integratio completa hoc mode succedat, uti sequent! problemate 
ostendetur. 

PEOBLEMA 88 

505. Aeqmtionwn liomogenearwn tertii gradus eos casus defnire, quibus inte- 
grale completum per formam assumtam exUheri seu ad formam aequationum 
homogenearum primi gradus reduci potest. 

SOLUTIO 

In aequatione homogenea tertii gradus fingatur contineri haec primi 
gradus 



quae ut satisfaciat aequationi tertii gradus 



necesse est, ut expressio haec algebraica 


Ax -\-By^-{- -\^ Dxxy Exyy -\- Fxxg IIyyz-{- Exyn 
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factorem habeat ax hy cs] nisi autem alter factor denuo in duos simpli- 
ces sit resolubilis, ad aequationem bomogeneam secundi gradus referetur, 
quae solutionem respuit. Quare ut integratio completa succedat, necesse est 
istam expressionem tribus constare factoribus simplicibus, qui sint 

(ax -f 5?/ + cs)(fx + gy + ]i^){kx + my -f ns), 


bincque aequationis generalis coefflcientes ita se babebunt 

A = afk, B == Igm, C = cJin, 

D = afm -|- agk -^hfk, JS = agm + Ifm + hgk, F = afn + Mi -j- cfk, 
G == ahn -\~ cfn + chk, E = Ign -\- IJim + cgm, I = llin -j- cgn + cTim, 

K = agn + alim + hfn -f- hhk -j- cfm + ogk 


ac turn integrate completum erit 



quilibet scilicet factor simplex praebet functionem arbitrariam duarum 
variabilium. 


COEOLLAEIUM 1 

506. In qualibet barum functionum variabiles x, y, s inter se permutare 
licet; quin etiam quaelibet quasi ex tribus variabilibus conflata spectari 
potest, prima nempe ex bis 

JL — — et - — — 

a b ’ h c c a 

similique modo de ceteris. 


COEOLLAEIUM 2 


507. Si duo factores fuerint aequales, /’=u, g = i, k = G, quo casu duae 
priores functiones in unam coalescerent, earum loco scribi debet 


xF-. 
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at si omnes tres fuerint aequales, ut insuper sit Ic a, m h, n c, inte- 
grale completum erit 


V = xxF: 




I 

1 ) 



+ xJ : 






OOEOLLARIUM 3 

508. Quemadmodum Me duas priores partes per xx et x multiplicavi- 
mus, ita eas quoque per yy et y, item et z miiltiplicare possemus; perinde 
enim est, quanam variabili bic utamur, dum ne sit ea, quae forte sola post 
signuiii functionis occurrit; scilicet si esset a = 0 et functioiies quantitatnm 
a; et y — ^ capi debeaiit, turn inultiplicatores xx et x excludi deberent. 


SOHOLTON 1 

509. Simili modo patet aequationes homogeneas quarti gradus hac 
methodo resolvi non posse, nisi in quatuor eiusmodi aequationes simplices 
resolvi et quasi earum producta spectari queant. Etsi enim hie revera 
nulla resolutio in factores locum liabeat, tamen ex allatis exemplis dare per- 
spicitur, quemadmodum ex aequatione differentiali homogenea cuiuscunque 
gradus expressio algebraica eiusdem gradus ternas variabiles x, y, b invol- 
vens debeat formari; quae si in factores simplices formae ax + i?/ -(- cv; re- 
solvi queat, simul inde aequationis differentialis integrale completum facile 
exhibebitur, cum quilibet factor functionem duarum variabilium suppeditet 
integralis partem constituentem , ita ut etiam haec pars seoi’sira surata 
aequationi differentiali satisfaciat et pro integrali particular! haberi possit. 
At si ilia expressio algebraica ita fuerit comparata, ut factores quidem 
habeat simplices, sed non tot, quot dimensiones, singuli quidem integralia 
particularia praebebunt, quae autem iunctim sumta non integrale completum 
suppeditabunt. Yeluti si proponatur haec aequatio differentialis tertii grades 



quia forma algebraica 


axxy -{- hxyy — axirn — hyzB 
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factorem habet simplicem ax + iUi utique satisfaciet valor 

pro integral! autem completo adhuc desunt duae functiones arbitrariae inte- 
grale completum hums aequationis 


/ ddv \ 

(ddv\ 

\dxdyJ 



continentes, ex qua quippe alter factor xy — zz illius expressiouis nascitur. 
Quoties ergo hae expressiones algebraicae ex aequationibus differentialibus 
homogeneis altiorum graduum formatae resolutionem in factores, etsi non 
simplices, admittant, bine saltern discimus, quomodo earum integratio ad 
aequationes inferiorum graduum revocari possit, quod in buiusmodi arduis 
investigationibus sine dubio maximi est moment!. 

SCHOLION 2 

510. Haec sunt, quae de functionibus trium variabilium ex data quadam 
differentialium relatione investigandis proferre potui, in quibus utique nonnisi 
prima elementa buius scientiae continentur, quorum ulterior evolutio sagaci- 
tati Geometrarum summo studio est commendanda. Tantum enim abest, ut 
hae speculationes pro sterilibus sint babendae, ut potius pleraque, quae adhuc 
in tbeoria motus liuidorum desiderantur, ad has Analyseos partes sublimio- 
res sint referenda^), quarum propterea utilitas neutiquam parti priori calculi 
integralis postponenda videtur. 

Eo magis autem hae partes posteriores excoli merentur, quod tbeoria 
fluidorum adeo circa functiones quatuor variabilium versetur, quarum naturam 
ex aequationibus differentialibus secundi gradus investigari oportet, quam 
partem ob penuriam materiae ne attingere quidem volui. In bac autem 
tbeoria resolutio buius aequationis 



1) Vide L. Euleui Commentationes 227 et 396 (indicia Enestroemiani): Cmthiuation des 
recherche^ sur la flicoric du mouvement des fluides, Mem. de I'acad. d. sc. de Berlin [H] (1755), 
1757, p. 316, et Sectio secunda de jprincipns moius fluidoniin, Novi comment, aoad. sc. Petrop. 
14 (1769); I, 1770, p. 270; Leonhard i Eulehi Opera omnia, series II, vol. 10 et 11. F. E. 
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maximi est momenti, iibi litterae y, ^ ternas coordinatas, t vero tempus 
elapsum exprimunt harumque quatuor variabilium functio quaeritur, quae 
loco V substituta illi aequationi satisfaciat/) Ex liactenus auteni allatis facile 
colligitur integrale completum huius aequationis dims complecti debere fuuc- 
tiones arbitrarias, quarum utraque sit functio trium variabilium, aliasque so- 
lutiones omnes minus late patentes pro incompletis esse babendas. Pacili 
autem negotio innumeras solutiones particulares exbibere licet; veluti si po- 
namus 


reperitur 


V = F: (ax (3y yg St), 
SS = aa yy', 


quod cum infinitis modis fieri possit, infinitae huiusmodi functiones additae 
valorem idoneum pro v exbibebunt. Deinde etiam satisfaciunt isti valores 


-r:(^±l/(a;a; + yy + g^)) 
y(xx-\-yy -y-gs) 

7; = ^• (^±y<l't — yy - s g)) ^ 
y(tt — yy — sg) 


— xx — ^0)) 
y{U'’-xx—00) 


■T: ± Vift — XX --yy)) 

y{U~xx — yy) 


quorum quidem investigatio iam est difficilior. Cum autem hae functiones 
tantum sint unius variabilis, integralia maxime particularia exhibeut, quae 
adeo etianmum forent particularia, si pro v functiones binarum variabilium 
baberentur, quales autem ne suspicari quidem licet. Quaro cam integrale 
completum duas adeo functiones arbitrarias trium variabilium complecti de- 
beat, facile intelligitur, quantopere adbuc ab boc scope simus remoti. 


1) Vide L. EuLBiii Commentationes 268 et 306 (indicia ENUHTiioniriANi): Lctlrc de M. FvLia 
d M. DE LA G-BANdE . . . Bechevches sur la propagalion dcs chraidimens dans nn milieu dlasUijue 
Miscellanea Taiii'in. 2 (1760/1), 1762, p. 1, [typis donuo oxpres.sani : | Oeuvres de LAdiumiE 
t. XIV, Pans 1892, p. 178, et Supplement aux rechcrclies sur la propagation du son. Mom. dc 
I’aoad. d. so. de Berlin [15] (1769), 1766, p. 210, praesertim § 43, p. 236; Lkoniiaiwi JiuLSm 
Opera omnia, series II, vol. 8 et series III, vol. 1. p. E. 

2) Vide L. Eulbri Commeutationem 307 (indiois Enbstrobmiani) : Gontinualion dcs recherchet 
sur la propagation du son, Mem. de I'acad. d. so. 'de Berlin [16] (1759), 1766, p. 241, prae- 
sertim § 33, p. 261 ; Leonitabdi Euleri Opera omnia, series III, vol. 1. F. E. 
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DE CALCULO YAEIATIOMJM IN EENERE 

DEFINITIO 1 

1. Belatio inter Unas varidbiles variari dicitur, si valor, quo altera inde 
per alteram determinatur, incremento infinite parvo augeri concipiatur, quod incre- 
mentum variationem eius quantitatis, cui adiicitur, vocabiinus. 

EXPLICATIO 

2. Primiim ergo liic consideratur relatio inter binas variabiles x et y 
quaecunque aeqnatione quacunqne inter easdem expressa, qna pro singulis 
valoribus ipsi x tributis valores ipsius y convenientes determinentnr; turn 
vero singuli valores ipsius y particulis infinite parvis utcunque augeri con- 
cipiantur, ita ut hi valores variati a veris, quos ex relatione proposita sor- 
tiuntur, infinite parum discrepent, atque hoc modo relatio ilia inter a; et ^ 
variari dicitur simulque particulae illae infinite parvae valoribus veris ipsius 
y adiunctae variationes appellantur. Imprimis autem hie notandum est has 
variationes, quibus singuli valores ipsius y augeri concipiuntur, neque inter 
se statui aequales neque ullo modo a se invicem pendentes, sed ita arbitrio 
nostro permitti, ut omnes praeter unam vel aliquas certis valoribus ipsius 
y respondentes plane ut nullas spectare liceat. Nulli scilicet legi hae 
variationes adstrictae sunt concipiendae neque relatio inter a; et ^ data 
ullam determinationem in istas variationes inferre est censenda, quas ut 
prorsus arbitrarias spectare oportet. 
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COEOLLAEIUM 1 

3. Hinc patet variationes toto coelo differre a differentialibus, etiamsi 
utraqiie sint infinite parva ideoque plane evanescant; variatio eniin afflcit 
eundem valorem ipsius y eidem valori ipsius x convenientem, dnm eius 
differentiale dy simul sequentem valorem x + dx respicit. 

COEOLLAEIUM 2 

4. Si enim ex relatione inter x et y proposita ipsi x conveniat y, ipsi 
x-\-dx vero valor ipsius y conveniens ponatur y', turn est dy = y'~y; at 
variatio ipsius y neutiquain pendet a valore sequente y , quin potius utrique 
y et y' pro lubitu suam variationem seorsim tribuere licet. 


SOHOLION 

5. Haec variationum idea, quae per se tarn nimis va,ga quam .storilis 
videri queat, maxime illustrabitur, si eius originem (it cjuo pacto ad earn 
est perventum accuratius exposuerimus. Perduxit autem eo i)otissimum 
quaestio de curvis inveniendis, quae certa quadani maxinii uiinimive proprie- 
tate Sint praeditae, unde, ne rein in genere considerando obscurita„H ofi'uiidatiir, 
problema contemplemur, quo linea ciirva quaeritur, super qua grave dekibens 
e date puncto citissime ad aliiid piinctum datum descon(la,t. At(|uo liic qiii- 
dem ex natura maximoruin et minimoriiin statirn constat curva,m ita debere 
esse comparatam, ut, si eius loco alia curva qiiaeciinquo infinite paruni ab 
ilia discrepans substituatur, tempus descensus super ea idem prorsns sit iVi- 
tnrum. Soliitionem ergo ita iiistitui oportet, ut, dum curva quacsU,a tampiam 
cata spectatur, calculus quoque ad aliam ciirvam infinite parum a,b ea, discre- 
pantem accommodetiir iudeque discrimen, quod in tomporis expressionem 
reduudat, siipputetur; turn enim hoc ipsum discrimen niliilo aeqnale positum 
natiiram curvae quaesitae declarabit. Gurvae autem istae infinite pa, rum a 
quaesita discrepaiites commodissime ita considerantur, ut applicatae singulis 
abscissis respondentes particulis infinite parvis vel augeantur vel minuantiir, 
oc est, ut vanakones recipere concipiantiir. Vulgo quidein sufficit liuiusmodi 
vaiiationem in unica applicata constituisse; nihil autem impedit, quoniinus 
pluiibiis atque adeo omnibus applicatis tales variationes assignentur, cum 
sempei a eandem solutionem perduci sit necesse. Hoc autem rnodo non 
solum VIS metbodi multo luculentius illustratur, sed etiam inde solutiones 
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qiiaestionum hums generis pleniores obtinentux, unde etiam quaestiones ad 
alias conditiones spectantes enucleare licet. Quam ob causam omnino neces- 
sarium videtur, ut calculus variationum in amplissima extensione, cuius 
quidem est capax, pertractetur. 


DEFTOTIO 2 

6. Pro data relatione inter hinas variabiles quantitates utraque earuvi variari 
dicitur, si utraque seorsim incremento infinite parvo augeri eoncipiatur; unde patet, 
quomodo intelligendum sit, si utrique variabili sua tribuatur variatio. 

EXPLICATIO 

7. Si proposita sit aequatio quaecunque inter binas variabiles a> et y, qua 
earum relatio mutua exprimitur, baec relatio per definitionem duplici mode 
variari potest, altero, quo manentibus valoribus x singulis y variatio tribuitur, 
altero vero, quo manentibus valoribus y singuli x variari concipiuntur. Mbil 
igitur prohibet, quominus utraque variabilis simul suas variationes recipere 
intelligatur, quas adeo ita capere beet, ut nullo plane nexu inter se cohae- 
reant; duplex ergo hie variatio consider atur, cum in deflnitione prima unica 
tantum sit admissa. Eem autem bic ita generabter contemplamur, ut neutra 
variatio ulli legi sit adstricta neque etiam variationes ipsius y ullo modo a 
variationibus ipsius x pendeant. 

COROLLAEIUM 1 

8. Ex casu ergo, quo duplex variatio statuitur, casus prior tanquam 
species nascitur, si variationes alterius variabilis plane reiiciantur j unde mani- 
festum est casum definitionis secundae in se complecti casum primae. 

COEOLLAEIUM 2 

9. Hinc magis elucet, quemadmodum data relatio inter binas variabiles 
infinitis modis variari possit, simnlque intelligitur, quoniam has variationes 
nulb legi adstrictas assumimus, omnes omnino illins relationis variationes 
possibiles bac ratione indicari. 


374 


APPENDIX DE CALOULO VARIATIONUM CAPUT I § 10-11 [465-467 


SCHOLION 1 

10. Variationes quidem alterutri tan turn variabili inductae iam omnes 
yariationes possibiles, quae in propositam relationem inter binas variabiles 
cadere possunt, comprehendunt, ut superfluum videri possit calculum ad 
duplicem variationem accommodari; verum si indolem rei usuinque, cui desti- 
natur, attentius contemplemur, duplicis variationis consideratio neutiquam 
supervacanea deprebendetur, id quod per Geometriam eyidentissime sequentem 
in modum illustrabitur. 


Cum relatio quaecunque inter binas yariabiles distinctissime per lineam 
curyam in piano descriptam repraesentetur, sit AYM (Fig. 1) linea curva 


aequatione inter coordinatas \.4X = 



et XY=y deflnita, quae ergo datam 
illam relationem, exliiboat; iam igitur 
quaelibet linea curya alia Aym ab ilia 
infinite paruin discrepans relationem 
illam yariatam repraesentabit, quae, 
quomodocunque se liabeat, semper ita 
considerari potest, ut oidein. abscissae 
AX=x conveniat applicata vai-iata Xv 
existente particula Yv oius variationo; 
quae consideratio quo(iuo pro plorisque 
circa maxima ot minima prolatis quae- 


stionibus sufficit, ubi acbu) curva AM 
in nonnullis tantum elementis variari solet concipi. At si (pu'uistio ita sit 
comparata, ut inter omnes curvas, quas a dato puncto A. ad datam (pmmpiam 
curvam GB usque ducere licet, ea definiatur AYAl, cui maximi minimive 
proprietas quaedam conveniat, turn eadem proprietas in aliam quarncunque 
curvam proximam Aym etiam in alio lineae CB jDuncto m torminatiim aequo 
competere debet sicque pro ultimo curvae quaesitao puncto M. tarn al)scissa 
AjP quam applicata BM variationem recipere est consenda ot liuiusraodi 
quidem, quae naturae lineae CB sit consentanea. Quo igitur calculus ad 
talem variationem ultimo elemeuto inductam accommodari queat, omnino 
necesse est, ut pro singulis curvae AM punctis intermediis Y generalissime 
tarn abscissae AX — x quam applicatae XY=y variationes tribuantur quae- 
cunque illiusque variatio statuatur particula Xx, huius vero =xy — XY, 

ex quo indoles simulque usus huiusmodi duplicis variationis clarissime per- 
spicitur, 
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SCHOLION 2 

11. Quemadmodum consideratio ultimi puncti curvae investigandae nobis 
banc insignem dilucidationem suppeditavit, ita etiam subinde primo puncto 
variationem tribui oportet. Yeluti si inter omnes lineas, quas a data quadam 
curva AB (Fig. 2) ad aliam quan- 
dam itidem datam CD ductas con- 
cipere licet, ea sit qnaerenda, quae 
maximi minimive cuiuspiam pro- 
prietate sit praedita, turn multo 
magis erit necessarium tarn singulis 
abscissis ALX quam applicatis XY 
variationes quascunque nulla lege 
adstrictas in calculo assignari, ut 
deinceps tarn ad initii G curvae 
quaesitae quam eius finis M varia- 
tionem transferri possint. Quan- 
quam autem baec illustratio ex Geometria est desumta, tamen facile intelli- 
gitur ideam variationum inde petitam multo latius patere atque in Analysi 
absoluta summo usu non esse carituram. Celeberrimus autem de la Geange, 
acutissimus Geometra Taurinensis, cui primas speculationes de calculo 
variationum acceptas referre debemus,^) banc metbodum adeo ingeniosissime 
transtulit ad lineas non continuas veluti ad polygonorum genus referendas, 
in quo negotio bae duplices variationes ipsi summam praestiterunt utibtatem. 



Fig. 2. 


l) LAaRANCiE metliodum suam maxima et minima integralium investigandi pixblici iunis fecit 
in Oommentatione: Essai d’lme nouvelle mMhode pour determmer les maxima et les minima des 
formiiles integrales indcfmies^ Miscellanea Taurin. Ilg (1760/1), 1762, p. 173; Oeuvres de 
Lagrange^ publiees par les soins de M. L-'A. Serret, 1. 1, p. 335. Sed iam die 12, Aug. anni 1755 
earn exposuerat in epistola ad Eulerum scripta (Oeuvres de Lagrange ^ t. XIY, p, 138), scribens 
Eulerum ipsum buins generis metbodum „a resolutione geomctrica et lineari lihevam^ iamdiidum 
desiderasse (L. Euleri Methodus inveniendi lineas eurvas maximi minimive proprietate gaudenfcs^ 
Lausannae et Genevae 1744, cap. 2, § 39, Leonsardi Euleri Opera omnia, series I, vol. 24). 
Eulbiius liao commuiiicatione maximo gaudio affectus eximiam viri sagacitatem satis admirari 
non potuit (vide eius litteras die 6, Sept. 1755 datas, L. Euleri Opera postuma 1, Petropoli 
1862, p. 555; Oeuvres de LAGRAms, t. XIV, p. 144; Leonsardi Euleri Opera omnia, series III) 
et explanandae divulgandaeque novae metliodo, quam Calculi variationum nomine ornabat, duas 
Commentationes dedicavit (296 et 297 indiois Enestroemiani) : Elementa calculi variationum et 
Analytica expUcatio methodi maximonm et minimorum, Novi comment, acad. so. Petrop. 10 
(1764), 1766, p 61 et 94; Leonsardi Euleri Opera omnia, series I, vol. 25. P. E. 
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DEFINITIO 3 

12. Belatio inter tres variabiles dmbus aequationihis determinata variari 
dicitur, si earmi vel una vel dme vel omnes tres particulis infinite parvis 
aiigeantur, quae earum variationes appellantur. 

EXPLIGATIO 

13. Cum tres proponantur variabiles quantitates veluti x, y et s, inter 
quas duae aequationes dari concipiuntur, ex unaquaque oaruin binas reliquas 
determinare licet, ita ut tarn y quam z tanquam functio ipsius x spectari 
possit. Hoc autem modo deflniri solet linea curva non. in eocleru piano 
descripta, dum singula eius puucta per has ternas coordiuatas y el; z more 
solito assignantur. Quodsi iam tails curva alia quacunquo sil)i proxima comi- 
tetur, ut differentia sit infinite parva, haec nova, curva ])ropoHita,e orit variata 
ac relatio ilia inter ternas variabiles x, y, z variata eius luiturain. (.ixprimore 
est concipienda. Ex quo, prout bina puncta proxirna,, alterum in i]),sa curva 
proposita, alterum in variata comita,nte assumtum, inter so coniparantur, fieri 
potest, ut pro variata vel omnes tres coordinatae [)i-odoant divGi'sae v(j] duae 
tantum vel saltern unica, harumque differentiae a coordinatis principalis 
curvae earum variationes repraesentabunt; quas (iiitom liic ita genoralissime 
contemplari convenit, ut ad omnes omnino curvas proximas oxtcmdanl.ur, sive 
eae per totum tractum a curva proposita fuerint divcu’.sae sivo taniiiiin in 
quibusdam portionibus ab ea aberrent, ita ut etiam limxi,e non continuae, 
dummodo piincipali sint proximae, bine non excludiintur. .Nc([U(! (uiiin hae 
curvae vaiiatae ulli continuitatis legi sunt adstringemhup ut; omnes plane 
curvas possibiles infinite parum cu principali abGJ.Tante.s in so coin[)1(*,ctairtur. 

COEOLLARIUM 1 

14. Cum puncto ergo quocunque curvae propositae .seu pi'incipalis com- 
paratur punctum quodpiam curvae va,riatae infliiite parum jib illo di,ssitum 
hiucque coordinatarum variationes definiri intelliguntui.-. 

COEOLLARIUM 2 

15. Quia porro ex^ assumta variabili una x binae reliquae y z ideoque 
punctum curvae propositae determinatur, etiam. variationes singulaimm coordi- 
natarum tanquam .functiones ipsius x spectare licet, dummodo earum quan- 
titas ut infinite parva spectetur. 
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GOROLLA.RIUM 3 

16. Tres ergo quascunque functiones ipsius x utcunque inter se diversas 
concipere licet, quae per factores infinite parvos multiplicatae idoneae erunt 
ad ternas variationes coordinatarum repraesentandas. Quod idem de terms 
qnibuscunque variabilibus est tenendum, etiamsi non ad Geometriam refo- 
rantur. 

COROLLARIUM 4 

17. Simili quoque modo, si relatio tantum inter' duas variabiles propo- 
natur, earum variationes tanquam functiones alterius variabilis spectari pos- 
sunt, modo sint infinite parvae seu, quod eodem redit, per quantitatem in- 
finite parvam multiplicatae. • 

SCHOLION 1 

18. Consideratio autem geometrica maxime est idonea ad has specula- 
tiones illustrandas, quae in genere consideratae nimis abstractae atque etiam 
vagae videri queant. Casiis igitur trium variabilium, quarum relatio duabus 
aequationibus definiri assumitur, luculentissime per curvam non in eodem 
piano clescriptam explicatur, dnm illis variabilibus ternae coorclinatae desig- 
nantur. Quodsi enim de buiusmodi curvis quaestio instituatur, ut inter eas 
definiatur ea, quae maximi miniinive proprietate quapiam sit praeclita, necesse 
est, ut eadem proprietas in omnes alias curvas ab ea infinite parum aber- 
rantes aeque competat, id quod ex variationibus debite in calculum intro- 
ductis est diiudicandum. Ouinam autem usui summa generalitas in varia- 
tionibus bic stabilita sit futura, inde intelligere licet, si loco duarum cur- 
varum AB et CD (Fig. 2, p. 375) datae sint duae quaecunque superficies, a 
quarum ilia ad banc eiusmodi lineam curvam duel oporteat, quae maximi 
minimive quapiam gaudeat proprietate. Turn enim ternarum coorclinatainm 
variationes ita generates consider ari oportet, ut curvae quaesitae puncto ad 
initium in superfleiem AB translate variationes ibi ad eandem supeiflciem 
accommodari possint idque simili modo in fine ad superficiem Gl) fieri 
queat. Ex quo perspicuum est in genere tres variationes in calculum intro- 
duci debere, ut eas tarn pro initio qnam pro fine curvae investigandae ad 
superficies terminatrices transferee liceat, quippe quarum indoles in utroque 
termino relationem mutuam inter variationes determinabit. 

Leonhahdi Euleiii Operu- omnia Ii3 Institntiones calculi intogialis 
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SOHOLION 2 

19. Quemadmodum hie tres variabiles siiimis contemplati, quarum relatio 
duabus aequationibus determinatur, ita etiam calculus variabilium ad quatiior 
pluresve extendi potest, siquidem relatio per tot aequationes exprimatur, ut 
per unicam variabilem reliquae omnes determiuationem suam nanciscantur 
etiamsi huius casus illustratio non amplius ex Qeometria tribus tantum 
dimensionibus inclusa peti queat, nisi forte tempus in subsidium vocare 
velimus, fluvium continuum a superfleie AB a.d superficiem CD profluentem 
sed temporis lapsu iugiter immutatum considerantes, ita ut turn etiam tem- 
poris momentum sit assignandum, quo quaepiam fluvii vena a superfleie AB 
ad superficiem GB porrecta maximi vel minimi proprietate quadam sit prae- 
dita. Ad quas variabiles si insuper celeritatis mutabilitatem adiiciamus, haec 
naaiori variationum numero illustraudo inservire poterunt. Imprimis autem 
bine intelligitur, etiamsi omnes variabiles per unicam determinari assumantur, 
rationem investigationis tamen ab ea, ubi duae tantum variabiles admittuntur, 
maxime discrepare, propterea quod singulis suae variationes a reliquis non 
pendentes tribui debent; neque enim inde, quod inter variabiles ipsas corta 
quaedam relatio agnoscitur, ideo quoque earum variationes nlli relationi ad- 
strictae sunt censendae; veluti ex casu ante allato manifestum est, ubi 
curva^ inter binas^ superficies AB et OB porrecta et certa maximi minimive 
proprietate praedita utique ita est in se determinata, ut sumta, coordimitiirum 
una bmae reliquae determinentur; nibilo vero minus cui’vae varia,tan omnes, 
quae in omnes plagas ab ilia deflectere possunt, pro singulis coordinatis 
recipiunt variationes neutiquam a se invicem pendentes solo initio ac fine 
excepto, ubi eas ad datas superficies accommodari oportot. 


DEFINITIO 4 


20 . 


Melako inter ternas variahiles unica aequationc definita, ut una earum 
aequetur functioni hinarum reliquarum, variari dicitur, si vet una \vd duae] vel 

omnes tres illae variabiles particulis infmite parvis augeantur, quae earum variationes 
vocantur. 


EXPLIOATIO 


^ 21. Quoniam bic relatio inter ternas variabiles 
ponitur, duabus pro arbitrio sumtis tertia demum 


unica aequatione definiri 
determinatur, ita ut pro 
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functione duaram variabilium sit habenda. Ea ergo relatione non quaedana 
linea curva, si rem ad flguras transferre velimus, indicatur, sed tota quaedam 
superficies, cuius natura aequatione inter ternas coordinatas esprimitur; ex 
quo intelligitur eadena relatione variata aliam superficiem ab ilia infinite 
parum dissidentem repraesentari, quae variatio ita latissime patere debet, ut 
variatio vel tantum ad quampiam superficiei portionem restringi vel per 
totam extendi possit. Front igitur cum quovis superficiei datae puncto aliud 
punctum superficiei variatae illi quidem proximum comparatur, fieri potest, ut 
non solum trium coordinatarum una, sed etiam duae vel adeo omnes tres 
varientur; unde, quo tractatio in omni amplitudine instituatur, conveniet 
statim singulis coordinatis suas tribui variationes, quas propterea ita compa- 
ratas esse oportet, ut tanquam functiones binarum variabilium spectari pos- 
sint, cum binis demum determinatis superficiei punctum determinetur. 

COROLLARIUM 1 

22. Si igitur tres variabiles seu coordinatae sint x, y et s, quemad- 
modum ex relatione binis x y pro lubitu valores tribuere licet, unde » 
valorem determinatum obtineat, itidem variatio ipsius g ab utraque illarum 
ic et 2/ pendere censenda est, quandoquidem, sive alterutra sive ambae mu- 
tentur, alia variatio ipsius z resultare debet. 

COROLLAEIUM 2 

23. Quod Me de variatione unius ^ observatum est, perinde de binis 
reliquis est intelligendum, ita ut singularum variationes sint tanqnam func- 
tiones binarum variabilium considerandae; quoniam vero inter a) et ?/ et « 
aequatio datur, perinde est, quarumnam binarum functiones concipiantur, quia 
functio ipsarum j/ et ^ per aequationem ad functionem ipsaium a; et j/ revo- 
cari potest, si scilicet loco 8 suus valor per x Qt y expressus substituatur. 

SCHOLION 1 

24. Hac variationum institutioue erit utendum, si superficies Merit in- 
vestiganda, quae maximi minimive quapiam proprietate sit praedita, quando- 
quidem calculum turn ita instrui oportet, ut eadem proprietas m superficies 
illi proximas ac variatas aeque competat. Deinde cum in curvis ^ maximi 
minimive proprietate praeditis amborum terminorum ratio praescribi soleat, 
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ut vel in datis punctis yel ad datas lineas curvas vel adeo superficies ter- 
minentur, aimifis conditio hie est admittenda, ut superficies quaerenda cir- 
cumquaque deflniatur vel data quadam superficie circumscribatur; cuius po- 
sterioris conditionis ut ratio haberi possit, omnino necesse est, ut omnibus 
tribus coordinatis variationes generalissimae a se invicem neutiquam pen- 
dentes tribuantur, quo eae deinceps in extrema ora ad naturara superficiei 
terminantis accommodari queant. Hie quidem fatendum est metbodum maxi- 
morum et minimorum vix adhuc ad buiusmodi investigationes esse promotam 
tantasque difficultates bic occurrere, ad quas superandas multo maiora Ana- 
lyseos incrementa requiri videntur. Verum ob banc ipsam causam eo magis 
erit enitendum, ut principia huius metbodi, quae calculo variationum conti- 
nentur, solide stabiliantur simulque dare ac distincte proponantur. 

SCHOLION 2 

25. Vix opus esse arbitror bic animadvertere istum. oalculum simili 
modo ad plures tribus yariabiles amplificari posse, etiamsi quaestiones geo- 
metricae non amplius dilucidationem suppeditent; ipsa enim Analysis non uti 
Geometria certo dimensionum nnmero limitari est cenaenda. Quando autem 
plures yariabiles considerantur, ante omnia perpendi couvenit, utrum earum 
relatio mutua unica tantum aequatione exprimatui; an pluribus; quae tot esse 
possunt, ut multitude unitate tantum a numero variiil)ilium deficiat, quo 
casu omnes tanquam functiones unius spectare licet. Sin autem paucioribus 
aequationibus constet relatio, singulae yariabiles erunt (Vmcidones duarum 
pluriumve variabilium et quolibet quoque casu variationes singulis tril)utae 
tanquam functiones totidem variabilium tractari dobent, siquidem bunc cal- 
culum generalissime expedire velimus. 


DEFINITIO 5 

26. Calculus variationum est methodus inveniendi variationem, quam rccipit 
expressio ex quotcunque variahilihis utcunqtte conflata, dum variahiUbus vel omnibus 
vel aliquibus variationes tribuuntur. 

EXPLIOATIO 

27. In bac definitione nulla fit mentio relationis, quam hactenus inter 
yariabiles dari assumsimus; cum enim hie calculus potisdmum in bac ipsa 
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relatione investiganda sit occupatus, qnae scilicet maximi minimive proprie- 
tate sit praedita, quamdin ea adluic est incognita, eius rationem in calculo 
neutiqnam habere licet, sed potius eum ita tractari convenit, quasi variabiles 
nulla plane relatione inter se essent connexae. Oalculum igitur ita instrui 
convenit, ut, si singulis variabilibus, quae in calculum, ingrediuntur, variationes 
tribuantur quaecunque, omnis generis expressionum, quae utcunque ex iis 
fuerint conflatae, variationes inde oriundae 'investigari doceantur; quibus in 
genere inventis turn demum eiusmodi quaestiones evolvendae occurrunt, qua- 
lem relationein inter variabiles statui oporteat, ut variatio ilia inventa sit vel 
nulla, uti in investigatione naaximorum sen minimorum usu venit, vel alio 
certo quodam modo sit comparata, prout natura quaestionum exegerit. Hoc 
modo si istiiTS calculi praecepta tradantur, nihil impedit, quominus etiam 
eiusmodi quaestiones tractentur, in quibus statim relatio quaedam inter 
variabiles tanquam data assumitur ac certae cuiusdam expressionis ex iis 
formatae variatio ex variabilium variationibus nata desideratur. Ex quo 
intelligitur hunc calculum ad quaestiones plurimas diversissimi genei'is ac- 
commodari posse. 

COEOLLARIUM 1 

28. Quaestiones ergo in hoc calculo tractandae hue redeunt, ut propo- 
sita expressions quacunque ex quotcunque variabilibus utcunque conflata eius 
incrementum definiatur, si singulae variabiles suis variationibus augeantur. 

COEOLLARIUM 2 

29. Similis igitur omnino est calculus variationum calculo differentiali, 
dum in utroque variabilibus incrementa infinite parva tribuuntur. Quatenus 
autem, uti iam observavimus [§ 3, 4], variationes a differentialibus discrepant 
adeoque simul cum iis consistere possunt, eatenus summum discrimen inter 
utrumque calculum est agnoscendum. 

SCHOLION 

30. Ex observationibus supra allatis discrimen hoc maxime fit mani- 
festum; ubi enim calculus refertur ad lineam curvam, quam cum alia sibi 
proxima comparari oportet, per differentialia a puncto quovis curvae ad alia 
puncta eiusdem curvae progredimur; quando autem ab hac curva ad alteram 
sibi proximam transilimus, transitus, quatenus est infinite parvus, fit per 
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variationes. Idem evenit in superficielDus ad alias sibi proximas relatis, ubi 
differentialia in eadem superficie concipiuntur, variationibus vero ab una in 
alteram transilitur. Eadem omnino est ratio, si res analytice consideretur 
sine ullo respectu ad flguras geometricas, ubi semper variationes quantitatum 
variabilium a suis differentialibus sollicite distingui oportet, quern in flnem 
variationes signo diverse indicari conveniet. 


HYPOTHESIS 

31. Variationem cuimque qmntitatis mriaUlis littera d eidem qmntitati 
praefixa in posterum designalimus, ita nt dx, dy, dg designent variationes quanti- 
tatum X, y, 3, ac si V fuerit expressio quaecunque ex Us con [lata, eius variatio 
hoc mode d V nobis indicahitur. 


COEOLLARIUM 1 

32. Significat ergo dx incrementum illud infinite parvuin, quo quantitas 
X augeri concipitur, ut eiusdem valor variatus prodeat, ex quo vicissim in- 
telligitur valorem variatum ipsius a; fore x-\-dx. 

COEOLLARIUM 2 

33. Quatenus ergo expressio V ex variabilibus x, y et conlladur, si 

earum loco scribantur valores variati x -|- dx, y dy et -|- ds atque a 

valore hoc mode pro V resultante subtrahatur ipsa V, I’esiduum erit 
variatio dV. 

COEOLLARIUM 3 

34. Hactenus ergo omnia perinde se liabent atque in calculo differentiali, 
ac SI r Eierit functio quaecunque ipsarum x, y et sumto eius differentiali 
more solito tantmn ubique loco d scribatur d et liabebitur eius variatio d V. 


SOHOLION 1 

Quoties ergo V est functio quaecunque quantitatum variabilium 
<^,y, 3, eius variatio iisdem regulis inde elicitur ac differentiale eius, ex quo 
calculus variationum prorsus cum calculo differentiali congruere videri posset, 
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cum solu signi divGrsitas levis sit momeuti. VGrum probo pGrpeudeudum Gst 
liic non omnGS quantitatGs, quarum variatiouGs roquiruntur, in gsuGiG func- 
tionum comprohondi posso; quamobrGm etiam in dGflnitionG [§ 26] vocabulo 
expressionis sum usus, cui longG ampliorom signiflcatum attribuo. Quatonus 
Gnim ad rGlatiouGm mutuam variabilium rospicorG non licst, quia Gst incognita, 
GatGnus Giusmodi exprossionGS sgu formulaG, in quas variabilium difforGutialia 
atque Gtiam intogralia ingrodiuntur, non amplius tanquam morae functiouGs 
variabilium spGctari possunt ac formularum tarn difforentialium quam inte- 
gralium variatio pGculiaria praGCGpta postulat; sicque totum nsgotium buc 
rodit, ut, queinadmodum formularum utriusquG gouGris variatiouGS invGstigari 
conveniat, docoamus, Gx quo tractatio nostra ovadit bipartita. 

SCHOLION 2 

36. In ipsa autom tractationo maximum exoritur discrimon gx numoro 
variabilium, qui si binarium supGrat, vix adbuc porspicitur, quomodo calculus 
sit GxpGdiondus. Cum Gnim pluribus introductis variabilibus etiam differen- 
tialium consideratio longe aliter expendatur, dum plerumque binarum tantum 
differentialia ita inter se comparari solent, quasi reliquae variabiles manerent 
constantes, similis quoque ratio in variationibus erit babenda, in quo etiam- 
nunc tantae difficultates occurrunt, ut vix pateat, quomodo eas superare liceat; 
ante omnia certe prima buius calculi principia accuratissime evolvi erit ne- 
cesse, ut ex intima rei natura calculi praecepta repetantur, in quo plerumque 
summae difficultates offendi solent. Primum igitur bunc calculum ad duas 
ta.ntum variabiles accommodatum, quemadmodum is quidem adbuc tractari 
est solitus, explicare conabor variationes tarn , formularum differentialium 
quam integralium investigaturus; turn vero, si quid lucis ex ipsa bac tracta- 
tione alfulserit, quoque ad tres pluresve variabiles conteinplandas progrediar. 



CAPUT II 


m VAKIATIONE EORMULAEUM DIFFERENTIALIUM 
DUAS YARIABILES INVOLVENTIUM 

THEOEBMA 1 

37. Variatio differentialis semper aequalis est differentiali variationis seu est 
SdV = ddV, gmecunque fuerit qmntitas V, quae, dtmi per differentialia crescit, 
etiam variationem recipit. 


DEMONSTRATIO 

Quantitas varialbilis V spectari potest tanqnam applioata curvae ciiius- 
piam, quae suis differentialibus per eandem curvam progrediatur, suis varia- 
tionibus vero in aliam curvam. illi proximam transiliat. Duui autem in 
eiusdem curvae punctum proximuin promovetur, (it eius valor == F-|-ci5F, 
qui sit == F', ideoque dV=V'—V] ex quo variatio ipsius dV, hoc est ddV, 
erit =dV'—d'V. Verum dV' est valor proximds, in queiu d F suo dilfereu- 
tiali auctum abit, ita ut sit d F'= d F+ ridF seu d F'-- d F == dd F, unde 
evidens est fore ddF=ddF seu variationem dili'erentialia esse a,equa,lem 
differentiali variationis, prorsus uti theoreina aflirmat. 

COEO.LLAEIUM 1 

38. Hinc variatio differentialis secuudi ddV ita defluitur, ut sit 

dddV=d(Ldr, 

at cum sit ddF=ddF, aequalitas erit inter has formulas 

ddci!F=dddF=dddF. 
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COROLLARIUM 2 

39. Eodem moclo pro differentialibus tertii ordinis erit 

et pro differentialibus qnarti ordinis variatio ita se habebit, iit sit 
dd*F= dWF= dddddF= cV$dV^ cl^dV, 
similique mo do pro altioribus gradibus. 

COROLLARIUM 3 

40. Si igitur variatio desideretur differentialis cuinscunque gradus, signnm 
variationis d, ubicimque libuerit, inter signa difiPerentiationis d inseri potest; 
in ultimo autem loco positum declarat variationem differentialis cuiusvis 
gradus aequalem esse differentiali eiusdem gradus ipsius variationis. 

COROLLARIUM 4 

41. Cum igitur sit dd’‘F=d’‘dF, res semper eo reducitur, ut variationis 
quantitatis F seu ipsius clF differentialia cuiusque gradus capi possint, atque 
in hac reductione praecipua vis buius novi calculi est constituencla. 

SCHOLION 1 

42. Vis demonstrationis in hoc potissimum est sita, quod dF abeat in 
dF, si quantitas F suo differentiali increscit, quod quidem ex natura diffe- 
rentialium. per se est manifestum; interim tamen 
iuvabit id per Geometriam illustrasse. Pro curva 
quacunque EF (Pig. 3) sint coordinatae AX=x et 
XY=y, in qua si per intervallum infinite par- 
vum YY' progrediamur, erit in differentialibus 

AX'=x + dx et X'Y'=y + dy 
ideoque 

dx = AX'-AX et dy-X'Y'-XY. 

Nunc concipiamus aliam curvam ef illi proximam, cuius puncta y y 
cum illius punctis Y et Y' comparentur, ad quae propterea per variationes 

Leoithari)! Euleri OpftrOj omnin I is iRstitutioiiea calculi iutegralis 
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transitus fiat, ac sumtis simili modo coordinatis erit 

Ax = x-\- dx et xy = y -\- (hj 


ideoque 


(fx = Ax~AX et d'y = xy — XY', 


turn vero erit 


Ax'= X -{- dx ^(x A - et x'y'= y dy -\- A- dy), 

quatenus a puncto Y' per variationem in punctum y' transilimus. Verum ad 
idem punctnm y' quoque ex puncto y per differentiationem pervenimus, unde 
colligitur 

Ax^ X Y dx d{x -\- dx) et x’y ^ y -\- dy Y d{y -\- dy). 

His iam yaloribus cum illis collatis prodit 

X A- dx Y d X Y d dx X Y d X dx + dd'x 

et ■ 

y Y dy -h dy + ddy = ?/ + dy -|- dy + ddy^ 
unde manifesto sequitur fore 

Sdx = ddx et d'dy = d()y. 


Quae si attentius consideremus, principium, cui demonstratio innititur, hue 
rediie comperimua, ut, si quantitas variabilis priino ])()r (.lill'orontiaijionem, 
deinde vero per variationem proferatur, idem prov(!niat, iic si ordino inverso 
piimo per variationem, turn vero per differentiationem promoverelmr. Yeluti 
in figura ex puncto Y primo per diflhrentiationem porvemitur in Y', bine 
vero per variationem in y'; inverso autem ordine primum ex pniicto Y per 
variationem pervenitur in y, bine vero per differentiationem in punctum y, 
idem quod ante. 


SCHOLION 2 

43. Tbeorema boc^ latissime patet; neque etiini ad casum duariim varia- 
1 lum tantom restringitur, sed veritati est etiaiii consentaneum, quotcunque 
varia i es in calculum ingrediantur, quandoquidem in demonstratione solius 
1 ms variabilis, cuius tain differentiale quam variatio consideratnr, ratio 
a eur sine ullo respectu ad reliqiias variabiles. Ne autem bic ulli dubio 
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locus relinquatur, consideremus superflciem quamcunque, cuius punctum 
quodvis Z (Fig. 4) per coordinatas ternas JX = x, et YZ=z defi- 

niatur; a quo si ad aliud punctum proximum Z' in eadem superflcie pro- 
grediamui ) liae cooidinatae suis differentialibus increscent. Turn vero aliani 
quamcunque superflciem concipiamus proximam, 
cuius puncta s et s' cum illis Z et Z' conferantur, 
quod flt per variationem. His positis perspicuum 
est duplici mode ad punctum s' perveniri posse, 
altero per variationem ex puncto Z', altero per 
differentiale ex puncto s, sicque fore 

AY= AX'-\- S. AX'= Ax 
x'y'=- X'Y'Y X'Y'=^ xy + A.xy, 
y's'= Y'Z'-Y 3. Y'Z'= ys + d.ys, 

quod etiam de omnibus aliis quantitatibus variabilibus ad baec puncta refe- 
rendis valet. Hinc autem luculenter sequitur fore 

ddx=^d8x, 3dy-=d3y, Sds = d3s. 



SCHOLION 3 

44. Memorabile prorsus est, quod casu differentialium altioris ordinis 
signum variationis 3 pro lubitu inter signa difi'erentiatiouis d inscribi possit, 
atque hinc intelligei’e licet banc permutabilitatem locum quoque esse habi- 
turam, etiamsi signum variationis d perinde ac differentiationis d aliquoties 
repetatur, quod fortasse in aliis speculationibns usu venire posset. Yerum in 
praesenti institute repetitio variationis d nullo mode locum habere potest, 
quoniam lineam vel superflciem tantum cum unica alia sibi proxima com- 
paramus; etsi enim haec generalissimo consideratur, ut omnes possibiles iti- 
dem proximas in se complectatur, tamen tanquam unica spectatur neque, 
postquam e principali in proximam transiliverimus, novus transitus in aliam 
conceditur. Hinc ergo eiusmodi speculationes , quibus variationuni vaiiationes 
essent quaerendae, omnino excluduntur. Vicissim autem variationum differen- 
tialia cuiusque ordinis hie admitti debent, et cum in formulis differentialibus, 
quae quidem signifleatum habent flnitum, ratio differentialium tantum specte- 
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tur, quae, si binae variabiles sint x Qi y, buiusmodi positionibus 

.dy=pdx, dp = qdx, dq = rdx etc. 

ad formas finitas revocari solent, harum quantitatiim p, q, r etc. variationes 
potissimum assiguari necesse est. 


PROBLEMA 1 


45. Batis Unarum variaUliwn x et y variationihus dx et chy formidae di 
rentialis P = ^ variationem defmire. 


SOLUTIO 

Cum sit ddy = dSy et ddx = ddx, variatio quaesita dp per notas diffe- 
rentiatiouis regulas reperitur, dummodo loco signi dillbreutiatuuiis d scribatur 
signum variationis d; unde cum oriatur 


dp 


dxSdy — dyddx 
dx^ ’ 


erit per conversionem ante demonstratam 


dp 


dxd Sy — dydd'x _ 
dx~ ’ 


ubi cum da; et dy sint variationes ipsarum x et y hincque da; -|- dda; et 

dy -|- ddy vaiiatioiies ipsarum x -\- dx et y -\- dy, notandum esl, lore, uti iain 
observavimus [§ 37], 

ddx=^(^{x + dx) — d'x et dd'y -= d'(y -f- dy) -- dp. 

Mem invenitur ex primis principiis; cum enim valor ipsiusp variatus sit p-f-dp 
isque procleat, si loco a; et p earum valores variati, qui sunt a; -|- d.'c et 
2/ + dp, substituantur, erit 


unde ob p==p- fit 


p -L df)= -it +Jj/) ^ dp - I- dSy 
d {x 4 “ < 3 ^ a') d X + d d x ^ 


dp ==: + dSy dy — dyddx 

' dx dx-ydSx dx~ ' 

quoniam in denominatore particula dxddx prae dx'^ evanescit. 


489—490] 


DE VARIATIONE POEMULAEUM DIFPERENTIALIUM 


389 


COEOLLARIUM 1 

46. Si, dum per diiferentialia progredimnr, variabiles x Qi y continuo 
auctas designemus per x', x", x"' etc., y’, y", y"’ etc., ut sit 

ir' = a? 4- da; et y' = y dy, 

erit 

dSx = dx' ~ dx et ddy = dy' — dy 

hincque 

dx^ 


dp = d. — 4«) 

^ ’ dx 


COROLLA.EIUM 2 


47. Quoniam variationes ambarum variabilium a: et 2/ nentiquam a se 
invicem pendent, sed prorsus arbitrio nostro relinquuntur , si .ipsi x nullas 
tribuamus variationes, ut sit 

d'® = 0 et c5'a;' = 0, 

erit 

ddy dy'-dy 
^ dx dx 


COEOLLAEIUM 3 

48. Si praeterea unicae variabili y variationem d y tribnamns , ut sit 
dy'==0, erit dj) = — quae hypothesis minime naturae refragatur, quia 
curvam proxiniam ita cum principali congruentem assumi licet, nt in unico 
tantum puncto ab ea discrepet. 


SCHOLION 


49. Vulgo in solutione problematum isoperimetricorum aliorumque ad 
id genus pertinentium curva variata ita congruens statui solet, ut tantum in 

uno quasi elemento discrepet.^) Ita si quaerenda 
sit curva ]UF (Fig. 6) certa quadam masimi 
minimive proprietate gaudens, unicum punctum Y 
in locum proximum y transferri solet, ut curva 
variata EMyTF tantum in intervallo minimo 
MY' a quaesita deliectat, ita ut positis AX = x 
et XY=y Bit pro variata curva 



1) Of. notam p. 393. 


R E. 


390 APPENDIX DB OALOULO VARIATIONUM CAPUT II § 49-53 [ 490-491 

Ax = X + et xy ij + (h 
seu 

dx = Ax~AX et (Jy = xy — XY, 

pro sequentibus vero punctis, ad quae differentialia duciint, ait ubique 

3x’==0, dy' = Q, dx"^Q, (hj"==^0 etc. 

itemque pro antecedentibus. Quin etiam ad calculi commodum variatio 
Xx = dx nulla sumi solet, ut omnia variatio ad solum elementum perdu- 
catur, quo casu utique habebitur = baecque unica variatio ntique 

sufticit ad pioblemata buius generis, quae quidem fuerint tractata, resolvenda. 

Verum si, uti bic instituimus, haec problemata latius extendimus, ut ciu’va 
quaesita circa initium et finem certas determinationes recipere quoat, utique 
uecessarium est calculum variationum quam, generalissimo absolvei-o atque in 
omnibus curvae punctis variationes indeflnitas coordinatis tribuere. Quod 
etiam maxime est necessarium, si buiusmodi investigationes ad lineas curvas 
non continuas accommodare velimus. 


PROBLEMA 2 

50. Batis Unarmn variabilium x et y variationihus da; et chj, si ponatur 
dy=pdx et dp==ydx, invenire variationem qmntitatis q seu valorem ipsms <'iq. 




Cum sit = erit pro vatore variato 

q-y + Sp) ^ (/p -|- dtip 


d(x + tfx) 

unde auferendo quantitatem q relinquitur 


(lx (1 6 X 




dxd Sp — dpdbx 
~dx^ "■■■ ’ 


quae ergo etiam ex differentiations formulae j _ g reenltat, er more 

8iffnum°™ ' mstituatur, loco vero signi differontialis d scribatar 

signum variatioms d; ubi quidem meminisse iuvabit esse 

dda; = dda; et ddp = ddp. 
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Supra autem invenimus ob p = ^ esse 

y dxddy — dydSx 

^ dx^ ’ . 

unde porro per consuetam differentiation em valor ipsius ddj;, scilicet differen- 
tiate ipsius dj) colligitur. 


GOROLLARIUM 1 

51. Cum. sit et = erit primo 


turn voro 



pdSx 

llT’ 



qddx 

dx 


Pro usu autem future praestat hie particulam ddp relinqui quam eius valorem 
ex praecedente formula erui. 


OOROLLARIUM 2 

52. Interim tamen cum prior per differentiationem det 


ddp = 



ddxddy pddSx 
clx^ dx 


qdSx + 


pddxdSx 

dx^ 


hoc valore substitute prodit 

dddy ddxdd'y p ddSx 2qd^x pddxd Sx _ 

" dx^ dx dx^ 


OOROLLARIUM 3 

53. Quodsi soli variabili y variationes tribuantur, ut particulae Sx et 
quae inde derivantur evanescant, habebimus 


dp = 


dSy 

dx 


, „ dSp ddSy ddxddy 


ac si diflferentiale dx constans accipiatur, 


erit 




ddSy 
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SCHOLION 1 

54. Quo haec facilius intelligantur, consideremus in curva EF (Fig, 5 
p. 389) per relationem inter variabiles AX = x et XY—y plura puncta 
Y, Y', Y" etc. secundum di'fferentialia continue promota, ut sit 

AX — x, AX' — x-^dx, AX" = X ‘^dx ddx, 

AX'” = X -\-?>dx Y ^d,dx d^x, 

XY=y, X'T,-=yYdy, X"Y" = y ^My + ddy , 

X"' Y'" = y -j- 3dy -j- 3ddy -j- d^y , 


quae differentialia cuiusque ordinis indicantes ita brevitatis gratia repraesen- 
tentur 

AX = x, AX' =aj', AX" = x", AX'" ^x'" etc., 

XY=^y, X'Y' =^y', X"Y''^y'', X'" T" =-~- y’" etc., 

quibus singulis suae variationes nullo mode a se invicem pondentos tribui 
concipiantur , ita ut omnes istae vaiiationes 


3x, dx', Sx", dx'" etc., 

^y', dy", dy"' etc. 

a lubitu^ nostro pendentes tanquam cognitae spoctaii quoant. His iam ita 
constitutis differentialia cuiusque ordinis variationum in hunc inodum roprae- 
sentabuntur, ut sit 


ddx = dx'-dx, dddx = dx"- 2dx'A- dx, d^dx = dx'"- 3d.r"-|- 3dx'- dx, 
ddy = dy'-dy, dddy = dy"-2dy'-\- dy, d\hy = dy-'-ddy" ~\- 3dy'-dy. 

Quodsi iam unicum punctum curvae Y variari sumamus, erit 

ddx = dx, ddd x = dx, d^dx — — dx etc. , 
ddy = ~dy, dddy = + dy, d\dy = - dy etc. 


bineque 

et 


dx dx 
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ubi omissis partibus reliquarum respectu evanescentibus erit 


_i^ 

dx^ 


Ja; ■ . 

dx^ 


dq.^dy' 

Denique si soli applicatae XY=y variatio tribuatur, babebitur^ 
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SCHOLION 2 

55. Hinc patet, si in niiico curvae puncto variatio statuatur, insigniter 
contra recepta differentialium principia impingi, cum variationum differentialia 
superiora neutiquam prae inferioribus evanescant, sed iugiter eundem valorem 
retineant atque adeo variationes quantitatmn p et q in infinitum excrescant, 
siquidem, infinite parva 3x et dy ex eodem ordine quo differentialia dx et 
dy assumantur. Quin etiam hinc in calculo maxime cavendum est, ne in 
enormes err ores praecipitemur, cum calculi praecepta legi continuitatis inni- 
tantur, qua lineae curvae continuo puncti fluxu describi concipiuntur, ita ut 
in earum curvatura nusquam saltus agnoscatur. Quodsi autem unicum curvae 
punctum T (Fig. 5, p. 389) in y diducatur reliquo curvae tractu praeter bina 
quasi elementa My et yT invariato relicto, evidens est curvaturae ingentem 
irregularitatem induci, cum, vulgares calculi regulae non amplius applicari 
queant. Oui incommodo ut occurramus, tutissimum erit remedium^ ut singulis 
curvae punctis mente saltern, variationes tribuantur, quae continuitatis qua- 
piam lege contineantur, neque ante irregularitas in calculo admittatur, quam 
omnes differentiationes et integrationes fuerint peractae, hocque modo saltern 
species continuitatis in calculo retineatur. Quamvis ergo variationum diffe- 
rentialia 

ddy, dcldy, d^Sy etc., 
d^x, ddSx, d^dx etc. 


forte in facta hypothesi ad simplices variationes revocare liceat, tamen ex- 
pedit illas formas in calculo retineri ad easque sequentes integrationes ac- 
commodari; atque hue etiam redeunt operationes, quas olim^), cum idem 
argumentum de inveniendis curvis maximi minimive proprietate praeditis 
tractassem, expedire docueram. 

1) Meihodus inveniendi Imas curvas, cap. 11 § 1, 21, 56; vide notam p. 375. E. E. 

Leonhabdi EuiiBbi Opera omnia Iis Inetitutiones calculi integralis 60 
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PROBLEMA 3 


56. Batis binarum variahilium x et y variationibus dx et dy rationum inter 
differentialia cuiuscunque gradus variationes investigare. 


SOLUTIO 


Quaestio hue redit, ut positis contiuuo 

dy=pdx, dp = qdx, dq = rdx^ dr = sdx etc. 


quantitatum p, q, r, s etc. variationes assignentur, cum ad ha.s quantitates 
omnes diiferentialium cuiuscunque ordinis rationes, quae quidem finitis valori- 
hus continentur, reducantur. Ac de harum quidem duabus primis p ei q iam 
vidimus esse 


Sp = 


dx 


pddx 

d,x 


et dq = 


dSp 

dx 


qdb'x 

dx 


Quoniam igitur porro est 




etc. , 


harum variationes simili mode per differentiationis regulas inveniuntui' 


Sr = 


ddq 

dx 


rddx „ dSr sdd'x 

dx ’ ^ dx dx 


etc., 


uhi, si lubuerit, loco dSp, dSq, dSr etc. diiferentialia variationum. Sp, Sq, 
Sr etc. ante inventarum substitui possunt. IToc autem non solum in formulas 
nimis prolixas induceret, sed etiam, uti ex sequentibus patebit, ne quidem est 
necessarium, cum hinc multo facilius omnes reductiones, quibus opus oi’it, 
institui queant. 


COEOLLARIUM 1 

57. Si soli variabili y vaxiationes tribuantur seu manentibus abscissis x 
tantum applicatae y suis variationibus augeantur, habebimus 
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COEOLLiRIUM 2 

68. Quodsi praeterea omnia ipsius a; incrementa dec aequalia capiantnr 
sen elementum dx constans statuatur, substitutis differentialibus praecedentium 
formularum in sequentibus obtinebitur 


dp = 


dSy 

1^’ 




ddSy 



ds 


d^6y 

dx^ 


etc. 


COEOLLARIUM 3 

59. Si Bolis abscissis x variationes tribuantur, iit vaiiatio dy cum omni- 
bus derivatis evanescat, simulque elementum dx constans capiatur, singulae 
hae variationes ita se habebunt 


dp = 
(Jr ^ 


dx ^ 
dx^ 


dq^ 


~pdd8x '2qdSx 


dx^ 

"idqdddx 2>rddx 


dx 


dx^ 


dx 


•pcl^dx A^qd^Sx ^rddSx Asddx 

(ix^ dx^ dx'^ dx 

etc. 


COEOLLARIUM 4 

60. Etiamsi ergo hoc casu elementum dx constans accipiatur, tamen hie 
ocenrrunt differ enti alia cuiusque ordinis variationis cuius rei ratio est, 
quod vaidationes valorum ipsius x continuo ulterius promotorum x , x etc. 
neutiquam a differentialibus pendere statuuntur. 

SOHOLION 

61. Quando autem placuerit soli variabili x variationes tribueie, turn 
omnino praestat variabilcs x y inter se permutari atque huiusinodi potius 
positionibus uti 

dx=^pdy^ dp=^qdy, dq^rdy etc., 

quibus species differentialium tollatur; turn vero sumto elemento dy constante 

similes formulae simpliciores pro variationibus quantitatum jp, q^ r etc. re- 

60 ^ 
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periuntur atque Oorollario 2. Ceterum. quo calculus ad omnes casus accommo- 
dari queat, semper expedit utrique variabili suas variationes tribui; etsi euim 
turn formae multo perplexiores prodeant, praecipue si evolvantur, tamen cal- 
culum prosequendo tarn egregia se offerunt compendia, ut in fine calculus 
vix fiat operosior neque huius prolixitatis taedeat. Ad problemata ergo magis 
generalia ad hoc caput pertinentia progrediamur. 


PROBLBMA 4 

62. Datis dmnm variabilium x et y variationibus dx et dy formulae cuius- 
cmique finitae V tarn ex illis variabilibus ipsis quam earum differentialibus cuius- 
cunque ordinis conflatae variationem invenire. 

SOLUTIO 

Cum V sit quantitas valorem habens finitum, ponendo 

dy=pclx, dp-==qdx, dq = rdx, dr = sdx etc. 

differentialia inde tollentur prodibitque pro V functio ex quantitatibus (initis 
foimata x, y, p, q, r, s etc. Quaecunque ergo sit ratio conijmsitionis, eius 
differentiale semper huiusmodi habebit formam 

,dV= Mdx Ndy Pdp -)- Qdq -|- lidr -|- Sds + etc. 

hoi am membrorum numero existente eo maiore, quo altiora difib I’entialia in- 
grediuntur in V. Quodsi vero huius formulae V variatio d V fuerit indaganda, 
ea obtinetur, si loco quantitatum variabilium x, y, p, q, r etc. eaedem suis 
variationibus auctae substituantur et a forma resultante ipsa quantitas V 
auferatur, ex quo intelligitur variationem ope consuetae differentiationis in- 
vemri signo tantum differentialis d in signuin variationis d mutato. Quare 
cum differentiale supra iam sit exhibitum, impetrabimus variationem quae- 

d 7 = Mdx + Ndy -|- Pdp -f ()d<? + iJdr + Sd's + etc. ; 

quemadmodum autem variationes dp, dq, dr, ds etc. per variationes sumtas 
dx et dy determmeutur, iam supra [§ 56] est osteusum. 
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OOROLLARIUM 1 

63. Si liic substituaiuus valoros ante inventos, obtinebimns variationem 
quaesitam ita expressam 

SV= MSx + Ndy + ~ {PdSy + QdSp + BdSq + Sddr + etc.) 

fj ^ 

dx 


OOROLLAEIUM 2 

64. Si variabili x nulla plane tribuatur variatio atqne insuper elementum 
dx constans accipiatnr, turn, quantitatis propositae V variatio ita proclibit 
expressa 


j Reiv'd?/ + 


PdSy QdcUy RPSy Sd^Sy 

dx ' dx^ ' dx^ dx^ 


etc. 


SOHOLION 

65. In his formis saltern species homogeneitatis in differentialibus spec- 
tatur, siqnidein dx et dy ad ordineui differentialium referantur; quod longe 
secus eveniret, si eo casu, quo unicnin curvae punctum variatur, statim velle- 
mus loco differentialium variationum. valores supra (§ 54) exhibitos substituere, 
quo quippe pacto idea integrationis, qua hae formulae deinceps indigent, ex- 
cluderetur. Ceterum patet, quomodo inyentio variationum ad consuetam 
ditferentiationem revocetur, dum totum discrimen in hoc tantum est sitnm, ut 
loco variationum dp, dq, dr etc. valores iam ante assignati, quos quidem 
ipsos quoquB per consuetam differentiationem elicuimus, substituantui. Oon- 
veniet autein hanc operationem aliquot exemplis illustrari, quo clarius indoles 
totius huius tractationis percipiatur. 


BXEMPLUM 1 

66. Formulae suUangentem exprimentis variationem invenire. 

Ob dy^pdx haec formula lit unde eius variatio — - 
loco dp valore substitute fit ea 
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P 


ydSy . yd 8 x 
ppdx ^ pdx 




quae postrema forma immediate ex differentiatioiie formulae propositae 
nascitur. 


EXEMPLUM 2 

67. Formulae ipsaon tangcniem exprimentis variutionem imenire. 

Positio dy=^pdx praebet Pane formam finitam - ~'V().+pp), unde variatio 
quaesita est 


quae transformatur in banc 


yjdx^ + dy^) 

dy 


dy 


ydx 




iljA.lliiVirijUAi '6 


68. Formdae radium curvedinis exprimentis + 

dxdily 

Posito dy=pdx et dp = qdx haec formula transit in banc 
cuius propterea variatio est 


{dx^ dyS'^ . . ... 

'i^iiTiatiorwm defmire. 


(1 +ppf^ 
(I 


, ...A Iq 

qq 

ubi quidem substitutioni valorum ante inventorum non immoror. 


yo- +pp) +ppf, 


5 


PEOBLEMA 

69. Bails duarum quantitatum variabilium x et y variationilms d'x et dy 

fnlr r T WermtiaUkm mimcu,,gue m-di«L 

cmflaiae, « fuen, ,ntinUa me infinite pama, va,iatwn«u imeeU,ime. 


KJWJU u XXKJ 


reduced til '^“*“7 »‘<=- ‘“''““1“ 

redacetui ad hamamodi forMam n.-, ubi r ait toctio Suita quantitatum 
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iC) y> Pi ^ ©tc., Bxponoiis vero n sive positivus sive negativus, ita ut 
priori casu formula sit infiuito parva, postoriori voro infinite magna. Pona- 
mus igitur differentiationem ordinariam dare 

dV= Mdx Ndy -{■ Pclp -|- Qdq -)- Pdr + etc., 
unde simul eius variatio habetur. Cum igitur formae propositae variatio sit 

nVdx^-'^ddx-\- dx^SV, 


erit utique haec variatio, quam quaerimus. 


n Vdx’‘~^dd'x + dx"(Mdx + NSy + PSp + QSq + BSr + etc.). 


ubi ex superioribus [§ 56] bos valores substitui oportet 

Sn == ddy- pd dx ^ _ dSp - qdSx 
dx ’ ^ 

clx 

etc. 


dx 

dSr ^-sddx 
dx 


Quae cum per se siiit perspicua, nulla ampliori explicatione indigent simul- 
que hoc caput penitus absolutum videtui'. 


CAPUT III 

m VARIATIONE FORMULARUM INTEGRALIUM 
SIMPLIOIUM DUAS VARIABILES INVOLYENTIUM 

DEFINITIO 6 

70. Formulam infegralem simplicem Me appello, quae nulla alia integralia in 
se involvit, sed simpliciter integrale refert formulae differentialis praeter Unas 
variabiles quaemnque earum differentialia complectentis. 

COEOLLARIUM 1 

71. Si ergo x ot y sint binae variabiles, formula intogralis f w erit 
simplex, si expressio W praeter has variabiles tautum earum dill'erentialia, 
cuiuscunque fuerint orclinis, contiueat neque praetei'ea alias formulas inte- 
grales iu se implicet. 

COEOLLARIUM: 2 

72. Quodsi ergo statuamus 

dy=pdx, dp = qdx, dq = rdx etc., 

ut species differentialium tollatur, quoniam iutegratio recquirit lormulam 
differentialem, expressio ilia W semper reducetur ad luiiusmodi formam 
Vdx existente V functioue quantitatum x, y, p, q etc. 


COEOLLARIUM 3 

73. Cum igitur formula integralis simqDlex sit Imiusmodi ^ Vdx, ubi V 
est functio quantitatum x, y, p, q, r etc., eius indolem commodissime eius 
differentiate repraeseutabit, si dicamus esse 

d V =Mdx-\- Ndy + Pdp +Qdq-\- lidr + etc. 
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SOHOLION 

74. Distinguo liic formulas integrales simplices a complicatis, in quibus 
integratio proponitur eiusmodi formularum differentialium, quae iam ipsae 
unam pluresve formulas integrales involvunt. Teluti si littera s denotet 
integrale 

fy{dx^ + dtf) =fdx 1/(1 -j-pp) 

atque quantitas V praeter illas quantitates etiam hanc s contineat, formula 
integralis J^Vdx merito censetur complicata; cuius variatio singularia praecepta 
postulat deinceps [cap. IV] exponeiida. Hoc autem capite primo metbodum 
formularum integralium simplicium variationes inveniendi tradere constitui. 


THEORBMA 2 

75. Variatio formulae integralis J* fV semper aequalis est integrali variatio- 
nis eiusdem formulae differentialis, cuius integrale proponitur, seu est 

dfw==fdW. 


DEMOHSTEATIO 

Cum variatio sit excossus, quo valor variatus cuiusque quantitatis supe- 
rat eius valorem naturalem, perpendamus formulae propositae W valorem 
variatum, quern obtinet, si loco variabilium x et y earundem valores suis 
variationibus (Jx et Sy aucti substituantur. Cum autem turn quantitas W 
abeat in W + 3 W, formae propositae valor variatus erit 

J\ W + 3 W) = fW +f3W-, 

unde cum sit 

S'fw=-f{W+3W)-fW, 

babebimus 

Sfw==f3W, 

unde patet variationem integralis aequari integrali variationis. 

Leonhakdi Euleui Opera omnia I is Institutiones calculi integralis 
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Idem etiam hoc modo ostendi potest. Ponatur j W = tu, ita ut quae- 
renda sit variatio dw. Quia ergo sumtis differentialibus est iho = W, capian- 
tur aunc variationes eritque 

Sdto = SW=d(^to 

oh ddw ^ ddw. Nunc vero aequatio ddw = dW denuo integrata praebet 

dw= fdW=dfW. 

COROLLARIUM 1 

76. Proposita ergo hac formula integrali fVdx eins variatio <ffVdx erit 

=/d( Vdx) =/ ( Vddx -I- dxd' F) 
hincque ob 8dx = ddx habebitur 

8fVdx=fVddx^-fdxirv. 

COROLLARIUM; 2 

77. Posito 8x—(x), ut sit d8x~dco, quia est 

J Vdco = Vco — J' (jjdV, 

in priori niembro differentiale variationis dx exuitur fioLiuo 

dj Vdx = V8x —jd Vdx -I- I dxd V, 
ubi prima pars ab integratione est innnunis. 

SCHOLION 

_ 78. Quemadmodum supra [§ 37] ostendimus signa different! ationia d cum 

signo varxatioms d expressioni cuicunque praefixa inter se pro lubitu permutari 

posse, ita nunc videmus signuin integrationis f cum siguo variationis d per- 
mutari posse, cum sit j ^ x 

dfW^fdW. 
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Atque lioc etiam ad. integrationes repetitas patet, ut, si proposita fuerit talis 
formula JJ" W, eius variatio his modis exhiberi possit 

ideoque variatio forniularum iiitegralium ad variationes expressionum nullam 
amplius integrationem involventium reducatur, pro quibus inveuiendis iam 
supra praecepta sunt tradita. 


PROBLEMA 6 

79. Propositis binarum mriahilium x et y mriationibus diC et dy, si positis 
dy=^pdx, dp = gdx, dq-=rdx etc. 

fuerit Y funetio quaecungue guantitatum x, y, p, q, r etc., formulae integralis 
J‘Vdx variationem investiga/re. 

SOLUTIO 


Modo vidimus (§ 77) huius formulae integralis variationena ita exprimi, 
ut sit 

^jf Vdx = Vdx -fdVdx YfdxSr. 

lam ad variationem dV elidendam, cum sit V funetio quantitatum x, y, p, 
q, r etc., statuamus eius difierentiale esse 

d V -- Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Bdr + etc. 


ac simili modo eius variatio ita erit expressa 

()']/ = M-d'X + Ndy + Pdp + + Bdr + etc., 

quibus valoribus substitutis cousequimur variationem quaesitam 

d j Vdx = Vdx -I- fdx{Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Bdr + etc.) 

- fdx {Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Bdr + etc.); 


ubi cum partes ab iff pendentes se destruant, erit partibus secundum litteras 

51* 
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N, P, Q, B etc. separatis variatio 

Vdx = VSx-\- J N(dxdy — dy^x) -|- fP{dxdp — dpdx) 

-{■f Qidxdq — dqd-x) + jB(ilxd'r — drd'x) 

+ 6tc., 

ulbi est, uti supra [§ 56] invenimus, 

dxdp^ddy—pdSx, dxdq == dSp — qddx, dxdr ddg — rddx etc., 
quibus valoribus substitutis ob dy=pdx obtinetur 

d J^Vdx = Vdx -\-J^Ndx{chj —pdx) + fPd.(dy —pdx) 

+ f Qd .{dp — qdx) ~\- j'Ud. {d q — r d a;) 

"1“ otc. 

Ad banc expressionena ulterius reducendam notetin.' esse 


dp — adx = __ d. (py~^pdx) 

dx (lx 

dq-rdx -^ ^ d- {dp q Sx) 

dx dx 

dr~ sdx = dSq -rdd'x -drSx _ d. {dq ~ rdx) 
dx ' " dx 

etc. , 


quo pa^to quuevis formula ad pniecodeutom reiluoitur; uudo, oi lo-cvltatis 
giatia ponamus dy —pdx = co, erit, ut sequitur, 

dy —pdx = co, 
dp — qdx == P‘, 


dq — rdx 
dr — sdx : 


1 1 d(x) 

Tx ’dx’ 

-j- d.~Pd. — - 
dx dx dx 


etc. 
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sicque variationibiis litterarum derivatarum p, q, r etc. ex calculo exclasis 
adipiscimur yariationem quaesitam 


n d(D 

dx ‘ dx 


Sf Vdx^VSx + fNdxm +fPdw +fQd.^+fltd.f^ 


cuius formae lex progressionis est manifesta, cuiuscunque gradus differentialia 
in formulain V ingrediantur. 

COEOLLARIUM 1 

80. Huius igitur yariationis pars prima Vdx a signo integrationis est 
immunis atque adeo solam yariationem dx inyolvit, reliquae yero partes 
utramque perpetuo eodem mode iunctam et in littera o) = dy — pdx com- 
prehensam continent. 

COEOLLARIUM 2 

81. Secunda pars 

f Ndx • CO = I^Ncodx 

commodius exprimi nequit, tertia vero J" Pdw commodius ita exprimi yide- 
tur, ut sit 

Fdaj = Pco — ylodP 

ac post signiim. integrale iam ipsa quantitas co reperiatur. 


COEOLLARIUM 3 


82. Quarta pars simili modo reducitur ad 

d 03 f*i ^ 03 

hocque membrum posterius, cum sit praebet 


dx 


■CO 


- J‘ od. 


dx ’ 
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ita ut quarta pars resolvatur in haec membra 

dQ . r j dQ 

0^ ^ CO + / corf, y-- 

^ dx dx J dx 


83. Quinta pars 


reducitur prime ad 


COEOLLARIUM 4 


tJ dx dx 


T3 1 , dca fdH j da 

jAi —z — rf . -= / —y UJ . y ) 

dx dx J dx dx 


turn vero posterins membrum ad 


dB dm r 1 7 dB , 

Jx dx ~Jllx^''dx‘^^ 


hocque tandem ulterius ad 


1 T dB f‘ , 1 dB- 

- 7 — rf. -y— - CO — wd. , d. 

dx dx J dx dx 


ita ut haec quinta pars iam ita exprimatur 


„ 1 , dm dB da 1 , dB ,> l , dU 
dx ' dx dx dx ' dx ' dx ^ ' dx ' ' dx 


COEOLLARIUM 5 


84. Simili mode sexta pars 


ita reperitur expressa 


fSd.-j--d.-y-^^d.p 

dx dx dx 


sis. ‘ '‘± + ±g 

dx dx dx dx dx dx ^ dx dx dx 


1 7 1 7 dS 

^y rf.--,- rf. ..— •CO 

dx dx dx 


4 - fo)d.~d.-~d.j- 

d dd}^ dx d(^ 
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PKOBLEMA 7 

85. Positis dy—pdx, dp — qdx, dq = rdx, dr = sdx etc. si V fuerit 
functio qiiaecunquc qmntitatmn x, y, p, q, r, s etc., ita ut sit 

dV= Mdx + Ndy + Pdp -|- Qdq + Pdr -)- Sds + etc., 

formulae integrdlis j Vdx variationem ex utriusque variahilis x et y variatione 
natam ita exprimere, ut post signum integrale nulla occurrant variationum diffe- 
rentialia. 

SOLUTIO 


In corollariis praecedentis problematis iam omnia ita sunt ad hnnc sco- 
pum praeparata, ut nihil aliud opus sit, nisi ut transformationes singulariim 
partium in ordinem rodigantur, quo pacto duplicis generis partes obtinentur, 
uno continente formulas integrales, quas quidem omnes in eandem summam 
colligere licet, altero partes absolutas, quas ita in membra distribnemns, ut 
secundum ipsas variationes dx et dy earumqiie differentialia cuiusque gra- 
duB procedant. Posita autem. brevitatis gratia formula dy—pdx = x) variatio 
quaesita ita se liabebit 


dfVdx =^fuHixi^N 


tiOD djb UtX 


I dB 1 7 _1_ . 1 j ^ 
dx^’dx-Ix dx' 


■etc, 


-1- Vd'x -1~ u) {^P- 


_|_ ^~d 

dx ' dx * dx 


d A- d — 

dx dx ax 


*4" otc.^ 


dai 

dx 



dit . 1 ^ 
dx ^ dx 'dx 




-I- ^ d. ! d.'j’"(S- etc.) 
' dx dx dx ^ 


6 be. 5 

cuius formae irulolos ox sola inspectione statim ost maiiifcsta, ut uberiori 
illustrationo non sit opus. 


COEOLLAEIUM 1 

86. Haec expressio multo simplicior redditur, si elementum^ dx capiatur 
constans, quo quidom amplitudo expressionis nequaqiiani restrmgi ur, 
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enim fiet 


= Jcodx (n— 

dP dbS' 

(lx ' dx^ dr’ 

-f- Fd'» + ci)(f — 

dx ^ dx'^ dx^ 

+£(«■ 

dll . ddB . \ 




— etc.). 

otc, 



COROLLAEIUM 2 

87. Si quaestio sit de linea curva, primii jiars integral is valorem per 
totam ciirvam ab initio usque ad terminum, u))i coordinatae x et y subsi- 
stunt, congregat simul omnes variationes in singulis (mrvao punotii! factas 
complectens, dum reliquae partes absolutae tantum poi’ variationes in extre- 
mitate curvae factas deiiniuntur. 


UUitUDLAltiUM 8 

88. Si curvain coordinatis x et y definitam ut, dat,ii,ni sped, emus iiliaque 
curva ab ea infinite parum discrepans consideretur, dum in singulis imnctis 
utrique coordinatae variationes quaecunque tribuautur, oxiiressio inventa in- 
dicat quantum forimilae integralis f Vdx valor ox curva va,riatn, rolloctus 
superat eiusdem valorem ex ipsa curva data desiimtum. 


COEOLLARIUM 4 

sins'ulis pa-tet lianc qiiarititiitem w evanescere, si in 

singulis punctis variationes et hj ita accipia,ntur, ut sit 

dy:dx=p-A=dy.dx, 
rormulae J Vdx reducitur ad Vdx, 


515—517] DE VAEIATIONE PORMULARUM INTEGRALIUM SIMPLIOIUM 


409 


SCHOLIOlSr 1 

90. Variatio haec pro formula integral! Vdx inventa statim suppeditat 
regulam, quam olim^) traclidi pro curva invenienda, in qua valor eiusdem 
formulae integralis sit maximus vel minimus. Ilia enim regula postulat, ut 
haec expressio 

dP . ddQ , d^S 

^ “ dx + + dJ^ - 


nihilo aequalis statuatur. Hie autem statim evidens est ad id, ut variatio 
formulae fVdoo evanescat, quemadmodum natura maximorum et minimorum 
exigit, ante omnia requiri, ut prima pars signo integral! contenta evanescat, 
ex quo fit 


dP , ddQ d^B , d^S , 


Praeterea vero otiam partes absoluta,s nihilo aequari oportet, in quo appli- 
catio ad utruimpro curvae terminum continetur. Ipsa enim curvae natura 
per illam aequationom expriiuitur; quae cum ob differentialia altioris gradus 
totidem integrationes totidemque constantes arbitrarias assumat, harum con- 
stantium doterminationi illae partes absolutae inserviunt, ut tarn in initio 
quam in fine quaesita curva cei’tis conditionibus respondeat, veluti ad datas 
lineas curvas terminetur. A.c si aequatio ilia fuerit differentialis ordinis 
quart! vel adoo altioris, pa,rtium quoque absolutarum numerus augetur, qui- 
bus effici potest, ut curva quaesita non solum utrinque ad datas lineas ter- 
minetur, sod ibidem quoque certa directio, quin etiam, si ad altiora diffe- 
rentialia assurgat, certa curvaminis lex praescribi queat. Semper autem ap- 
plicationem fa,ciondo pulclierrime evenire solet, ut ipsa quaestionum indoles 
eiusmodi conditiones involvat, quibus per partes absolutas commodissime 
satisfieri possit. 

SCHOLION 2 

f)l. Quanta autem mysteria in hac forma, quam pro variatione formulae 
integralis f Vdx invonimus, lateant, in eius applicatione ad maxima et mini- 
ma multo luculentius declarare licet; hie tantum observe partem integralem 
necessario in istam variationem ingredi. Cum enim rem in latissimo sensu 


1) Methodus inveniendi Uneas curvas, cap. II § 56; vide notam p. 375. 
Leonuaudi EuLiiJui Opera omnia I is Institutiones calculi integralis 


E. B. 
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simus complexi, ut in singulis curvae punctis uti’iquo varial)ili x ot y varia- 
tiones quascunque nulla plane lege inter so connexas tribuerimusj fieri om- 
uino nequit, ut variatio toti curvae conveniens non simul ab omnibus varia- 
tionibus intermediis pendeat, quippe quibus alitor constitutis iiecesso est ut 
inde totius curvae variatio mutationem perpetiatur. Atquo in hoc variatio 
formularum integralium potissimum dissidet a variationo eiusinodi oxpressio- 
num, quales in superiori capite consideravimus, quae unice a, variatione ultimis 
elementis tributa pendet. Ex quo luculenter sequitur, si forte quantitaa V ita 
fuerit^ comparata, ut formula differentialis Vdx integrationem adinittat nulla 
stabilita relatione inter variabiles a; et y sicque [formula] integralis f‘Vdx sit 
functio absoluta quantitatum a;, y, p, q, r etc., turn etiarn oius variiitionem 
tantum a variatione extremorum eleraentorum pendore posse sicque partem 
variatioms integralem plane in nihilum abire debere, ex (jiio so(iuons insigne 
theorema colligitur. ° 


inJiiUltTjiVlA 


92. Pos^to dy = pdx, dp==qdx, dq^rdx, dr^^^-^sdx etc. s/ fuerit mis- 
modt fmcko ipsarum x, y, p, q, r, s etc., ut posito cms ikffumitAdd 


fuerit 


dV— Mdx -\-Ndy + IPip -f qdq -f Mr -\- Sds -\- ute. 
I Q d'^ S 

doc ^ dx^ 


bihs nulla stahhta relakone inter variabiles x et y, ac vicissim. 


Si fuerit 


DEMONSTIIATIO 


N- 


__ d'^ R I 
dx '' dW d«^ + 


d^S 

dx^ 


Hitognden, 

ipais ii, extreme TeLino tXmtaTpfndl'o 1““ 

formula Vd^ infar.. +• ’ pendet, quod fieri neutiquam posset, si 

ta vanatiombes mtermedi.s eimal necessario pemlerot; mde eeqmte, 
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quoties aequatio ilia locum habet, toties formulam Vdx integrationem acl- 
mittere, ita ut, fVdx futura sit certa ac definita functio quantitatum x, y, 
q, r, s etc. Vicissim autem quoties formula differentialis Vdx iutegratio- 
nem adiuittit eiusque propterea integrale J’ Vdx est vera functio quautita- 
tum X, y, P) s toties quoque eius variatio tantum ab extremis 

yariationibus ipsarum a:; et ^ pendet neque variationes intermediae earn ullo 
luodo afficere possunt. Ex quo necesse est, ut variatiouis pars integralis 
supra inventa evanescat, id quod fieri nequit, nisi fuerit 


N- 


dP 

dx 




ddQ _d;^ 11 
dx^ dx^ 


d^S 

dx^ 



sicque theorema propositum etiam inversum veritati est conseutaneum. 


GOEOLLARIUM 1 

93. Bn o:i;go insigne criterium, cuius ope formula differentialis duarum 
variabilium, cuiuscunque gradus differentialia in earn ingrediautur, diiudicari 
potest, utrum sit iutegrabilis neciie. Multo latius ergo patet illo criterio 
satis noto, quo Ibrmularum differeutialium primi gradus integrabilitas 
dignosci solet. 

COROLLARIUM 2 

94. Prime ei-go si, ■ (piautitas V sit tantum functio ipsarum x et y 
nullam difTei-ontialium rationem involvens, ut sit 

dV-^M'dx-VNdy, 

turn forniula, dill'oi'entialis Vdx integrationem non admittit, nisi sit N—0, 
hoc est, nisi V sit fumdlo ipsius » tantum; quod quidem per se est per- 
spicuum. 

GOEOLLARIUM 3 

95. Propoaita auteui huiusmodi formula differentiali vdx-Vudy, ea cum 
forma Vdx ob dy~pdx comparata dat V—v-l-pu ideoque 

1) lam prius, Bdli.cot siA fmem Oommentationis (297 indicis EneStkobmum) AmhjUca ex- 
plicatio met'hodi maximonm ct minimorum (yide notam p, 375), EotjETOS, egregium hoc theorema 
examini Aualystarum subiocorat conflrmans eius veritatem ex prinoipiis adhuc expositis baud diffi 
suiter demonstrari posse. Quae deraoustratio hie peracta est. E. E. 
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quandoquidem quantitates v et u nulla dilferentialia implicare sumuntur 
Erit ergo 

,iP_, 

Quare cum criterium integrabilitatis postulet, ut sit 


(dv\ ^ /dn\ 

ydyJ^^Jx)’ 

quod est criterium iam vulgo cognitum. 


erit pro hoc casu 

sen 




96. Demonsfeatio haius tlim-emati,, omnino oat m 

doctnna aanationum ait petita, ,i,ae tamon al, hoo avg„,„o,.t„ eat 

ena VII vero alia via patet ad eins demonstratioiiem poi-tiii.-mdi ■) 'j'ma 

turn X V <n n r ^ J neutiquam ut limctionmn quantita- 

Sataia ita tacL ’’ o’’™*’ "''»gi-atio„oui admittat 

hahot adiiiiioUm, iit, ata- 
tur, ipsa functio ex iia ®am mgrediuntur, valores determinati tfilmun- 

secus autem evenit in formula inte v f accipit --= (!. Longe 

Pt 7, q tan r lonnula mtegivali Jydx, cuius valor pro nisu r-2 

et 2/ = 3 neutiquam assignari potent ^vl^ ^ ^ 

stataatur; tarn autem ea^ formula abit iu ^ certa , qnaedam relatio 

lunctionem unicae variabilis. Por- 

A. I. Lexbll (l740-1784)ln*^Crmme?tlTr™ ” 0 *^ analytioam dedit Eulbei amicus et adiutor 
tialium, Novi comment, aoad. so, PetropTs formulanm differm- 
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mularum ergo integralmm, quae integrari nequeunt, natura sollicite a natura 
functionum distingui debet, cum functiones, statim atque quautitatibus varia- 
bilibus, ex quibus conflantur, determinati valores tribuuntur, ipsae quoque 
determinates valores recipiant, etiamsi variabiles nullo modo a se iiivicem 
peudeant; quod minime evenit in formulis integralibus, quippe quarum de- 
terminatio omnes plane valores intermedios simul includit. Imprimis autem 
buic discrimini universa doctrina de maximis et minimis, ad quam hie atten- 
dimus, innitui, ubi foimulas, quibus maximi minimive proprietas conciliari 
debet, necessario eiusmodi integrales esse oportet, quae per se integrationem 
non admittant. 


SCHOLION 2 


97. Ad maiorein tlieorematis illustrationem eiusmodi formulam integralem 
f Vdx consideremus, quae per se sit integrabilis, ponamusque exempli gratia 


J lldw V ’ 


ita ut sit 


ydx y 

•)/•= M. . 

y yy y 

atque ideo lianc I'ormula diflerentialis 


p xpp I xq^ 

y yy y 


dx 


sit absolute integral)i]is, ac videamus, an theorema nostrum banc integrabili- 
tatem dec! a, rot. 

Quanti taliem (‘.rgo V dill'ereiitiemus et differentiali cum forma 
(I )/==! ]\idx -|- N dy -f- 1* dp Qdq 

compai-ato obtinebimus 

yy^y^ ?/?/ ?/ yy' v yy y 


1) Idem iam oliservavorat Eumiiiurs in opere Meihodus invcniBndl lineas curvas (vide notam 
p. 375), cap. I § 34, sed oritorium intograbilitatis, quod iudo deduci potest, turn non auimad- 
vortisse videtiir. l‘\ E. 
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Cum nunc secundum theorema fieri debeat 




prime colligimus differentiando 


dP 

dx 


y y ' 


yy 


1 xp 
dx~ y yy’ 


turn vero 


Ergo 


ddq 

‘ 


— 2^ 'ixpp xq 

yy ^ ?/“ yy 


dP _ddQ __ —p , ^PP 

dx dx^ yy ' y^ yy’ 

cui valori quantitas N utique est aequalis. 


SCHOLION 3 

98. Ceterum quando formula ditt'erentialis Vdx iutegrationem per se ad- 
mittit ideoque posito 

d V = Mdx -|- Ndy + Pdp + Qdq -f- Jtdr etc. 

secundum tlieorema est 

_ dP . ddQ PP , dfiS' 

+ ,lx> + d:x‘ *■' " "■ 

liinc alia insignia consectaria deducimtur. Prinio enim ciuii per dx uiulti- 
plicaiido et integrando flat 


fNdx-P+'^^ 


dx dx'^ ' dx^ 


etc. = A, 


patet etiam formulam Ndx absolute esse integrabilem. Deinde cum bine 
porro flat 

fdx [fNdx — p) -p g _ _p _ etc. = Ax -|- B, 
etiam formula 

dx (^J Ndx — Pj 
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integrationem admittit. Postea etiam simili modo integrabilis erit haec forma 

dx(^J\lx{J‘Ndx ~ P) -\- qV 

turn vero etiam baec 

dx {Jdx{f lx{jNdx — P) + _ pj 

et ita porro. Unde sequens theorema non minus notatn dignum et in praxi 
utilissimum colligimus. 


TtlEOREMA 4 


99. Positis dij=^pdx, dp qdx, dq===rdx, dr = sdx etc. si V eiiismodi 
fmrit functio ipsarum x, y, p, q, r, s etc., ut formula differentialis Vdx per se 
sit inteyrabilis, turn posito 

d V= Mdx - 1- Ndy -|- Pdp -|- Qdq + Bdr + 8ds etc. 
etiam sequent as fornmlac dilferentiales per se integrationem adrnittent: 

1. Formula Ndx erit per se integrdbilis; 

turn posito P - I iVda; : 

ii:. 7 ''orniula erit per se integrdbilis; 

porro posito Q j 'i^dx 0,'. 

i ll. Formula Didx erit per se integrdbilis; 

deinde posito li j €\,dx: - = i){ : 

i V. Formula erit per se integrdbilis; 
uUerius posito 8 l''Md'x— - Q: 

V. FormiUa <S>dx erit per se integraUlis 

et ita porro. 

DEMONSTRATIO 

Huins theorematis vei’itas iam in praecedente paragrapho est evicta, unde 
simul patet, ,si omnes liae formulae integrationem admittant, etiam princi- 
Vdx absolute fore integrabileni.*) 


1) Qviod hie ]m 1 ;()ri 3 dieitur, enioudatione quadam eget; quae quomodo fieri possit, ex § 102 
intelligitur, P. E. 
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COEOLLARIUM 1 


100. Cum V sit functio quaaititatum 


X, 


dy 



dx 


etc., 


quantitates per differentiationem inde derivatae ilf , N, F, Q, li etc. etiam 
ita exMberi possunt, ut sit 



unde ob primam formulam patet, si fuerit formula Vclx iiii;ogral)ilis, turn 
etiam formulam fore integrabilem. 


coeollaeium: 2 


101. Deinde ergo quoque ob eandem 
hincque porro istae (Jy,)dx etc. 

mittent. 


ratioiKuii forttiula luuu; 
omiics pci’ H(' intcgratioiicm ad- 


COEOLLAEIUM 3 

102. Quia tot tantum litterae F, Q, U etc. adsunt, ([uoti grades diffe- 
lentialia in formula Vdx reperiuiitur, et sequeutes oiinics cvaiicscunt, litterae 
germanicae inde derivatae O, 9({, © etc. tandem cvaiuisciM'o vcl in func- 
tiones solius quantitatis a; abire debent, quia, alioquin Hcqvioirin.s iutograbili- 
tates locum habere non possent. 


EXliiMPLUM 

103. Sit V emsmodi f%mdio, ut fiat 

'' * xdxddy 

Pactis substitutionibus 

dy=pdx, dp = qdx, dq^rdx 
pro hoc exemplo functio V ita exprimetur 

F = +M! __ yiLtMl I +pp) yrii +pp)^' 




xxq 
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unde per differentiationem elicimus sequentes valores 

TV = _ _ »• (1 

xxq X xqq ’ 

P == I %(l + 2 p i?) _ 3 yjj>-y(l+pff) 

^'xq *24 

Q ^ i>( l + 2 ^ 10 ^ , y ( l +.yp)^ I 2yr{l-^pp)^ 

xqq xxqq xq^ ’ 

II — 2/(1 +i>j p)'^ 

*22 

lam igitur prime integrabilem esse oportet formulam Ndx seu 

_ _)_ V(^...+2’.p) _ dg(i +ppf 

xxq X xqq ’ 


unde statim patet integrale hoc fore 


xq 


lam pro secimda formula hinc iianciscimur 

qj = p - (‘Ndx - - J-. _ 3yi^»'/(i+.PP) 

^ ./ .7,7/ ^a:-l7fl + «») *22 


f,7/ ,**2 

ita ut iutegi'aiuhi sit liaoc formula 


_ ?,])dy |/( 1 + p})) SypdxYil -|- jwp) Sy dxj l + ^ipp) _ S ypdqYil+pp) ^ 
xq xxq xVil+PP) *22 

cuius integrale v('l saltern eius pars ex postremo membro manifesto colli- 
gitur + dilpyrentiale cum totam formulam exhauriat, erit 

Nunc pro tertia for inula habobimus 
O = () — ^ 

LtsoNiiARDr Eulkiu Opera omnia I is Institutionos calculi iutegralis 


I’Ct -I- ppf :2.(1 -l-P2>)! I 22/Ki +pp f _ 3 2/p 1/ (1 +pp) 
xqq xxqq xq^ xq 
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unde per dx multiplicando ob 'dx = in ultimo memliro lit 


Q,dx = - ML+MZ I I ^^ydq(l +P1Z iiypclp \/hJ^pp) 

xqg, r- -T i'j 

cuius penultimum membrum declarat integrale 

Quarta porro formula ita eiit comparata 


91 = It 


-J Ddx ~ 0, 


mde perspicuum est non solum tone Slide:, sod otium s,.,,,„.„to., onines fore 
integrabiles. 

SCHOldlOF 

^ 104, Ttooremata haec oo pnlcrioru vidontur. ,,,.od domonahtoio 

einsmodi pmcipm mnititur, cuius ratio liinc proi-sns ,«t n,li™ii, .ironteim 

quod rn ins ventatibns nullnm am, dins vostipiuu, vurintiouuu, up e“ 

quo nnllnm est dnbinm, quin demonstratio otiaiu o,v olio |•„|||,,. „|„,ns uutnrali 
haunri queat [§ %]. ' u.iUnali 
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DE VARIATIONE PORMELAEUM INTEGIRALIUM 
COMPLIOATARUM DUAS YARIABILES INYOLYERTIUM 

PEOBLBMA 8 

105. Posito V == exidente SS functione qmcmigiie Umrmi mriaUlium 

X, y earuniguc diff'erentialiwn 

dy = pdx, dp = qdx, dq = rdx etc. 

si V denotet functionem gmmcmgiie ipsius v, imestigare variationem formulae 
integralis complicatae J Vdx. 

SOLUTIO 

Quia quantitas v ipsa ost formula integralis f^dx, iovmnln f Vdx est 
utique complicata. Cum igitur functio V solam quantitatem v involvere 
ponatur, statuamus d V—Ldv, turn vero pro functione 93 sit eius differentiate 

dt] = mdx -1- my + '^3# + Odg + mir + etc. 

His positis cum variatio quaesita sit 

O' fvdx =fd{Vdai) = f{SVdx + VdSx), 

est per red actionem supra [§ 77] adhibitam 

d I^Ydx= rdx+f(dxSr-dVdx). 

Cum autem per hypothesin sit dV=Ldv, erit etiam pro^^^variatio 


420 APPENDIX DE OALCULO VARIATIONtJAt aAJ’fJT I\^ g k,.'. re, 

. ^ u/.) |,530->-58l 

d 7==^L8v', verum ob v==J ^]dx erit primo (iv=-='i>idx ideoque dj"^ 
turn vero ' “ 

8v = SfWx = iCO'a; + f{dx(7}^ — d^S^'x) 
ac propterea ‘ ^ 

d J' = -j- Ij I (da'diS — ddSd;r) 

bineque 

dfVdx = Vdx i-f(L^dxdx + LdxjXdirxm - - mdxdx\ 

dj Vdx = Vdx -\-J ‘LdxJ‘(dxd)8 — d'iVPx). 

Ex praecedezate autem capita [§ 86 ] patet esse 


= f (jodx 

(sji _ _. 

V dx “ d:V 

d'b){ #© 

d®*' dx' ~ 


dD ddn 
~ dx + dx^ -■ 

d"Q \ 

d,’ + ) 

+ " ( 
^ dx ' 

4 . 

^ dx ‘ dx" 

etf^ ) 

1 (^^(0 1 
dx^ ' 



+ etc. 




samto elemento d. .t ,,,,, 

>^um igita ex diltereefaal. et vaviatiene ,,„a„titati» St liat 

ob ^^(Mdx -I- ''My -f- 

erit dd-^rdx, dr^sdx etc. 

dxd^ - d^dx = Mx{(Jy ^pdx) ^ ^Vriw V . 

y } -15 - (f^z yda:) + Orf.|;(f)Vy _j_ 

vezum ob dx coizstans ex § 79 flt 


<^y~pdx=^co, dp~qdx^^.^ 

dx ’ 




d^co 

d? 


etc. 
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sicque habebitur 

dxS‘^8 — = ‘')lo}dx + + Cl -j- + 9ft ^-3 + ® ^3 + 

cuius quidem integrate praebet superiorem expressionem. Ponatur nunc inte- 

gv&le fLdx^ I eviiciue 

d I^Vdx^ Vdx-\-I j'idxd^ — d'^dx)—^fl{dxd'^ — d'^Sx). 

Nunc vero facile [§ 81—85] colligitur fore 

r 7 /rm d. m . dd.m dKm 

j I{d X 8 at — d at d X) = j CO d ,* [M — H 

+ «>(jtp 

+ etc., 

unde facta substitutione concluditur variatio quaesita 


dx^ 


d. ID dd. m 
dx ' dx^ 


dx^' 

etc.^ 


■ etc 


(ffVdx^ V<)'x+ ifmdxi^l 


lip , IdD dm , , . 

■ £ + dxf “ d? + 


/' 7 /rm J dKm . 


+ Jco 


ID , dd'Hl I"® 
dx ' dx^ 


+ etc.^ 


U) 


{pn 


l(i(o 

dx 

dd'i 

dx 
Iddm 
dx^ 
ddco 


dx^ 


JO- 

m 


dx dxJ dx^ 

I. ID , dd. m __ d\ I® 
dx dx^ 

d. I© 


+ etc. 


dx 


-|- etc.^ 


--I— gIjC. 
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Si hic partes bmae priores differentiatae iterum integrentur, reliquarum fnni 
reductione impetrabimus loco dl valorem Ldx restituendo 


if Ffa - Ffa +fLi.f.i. {n ~ S + i§-^+ etc 

+ f codx 4. + + dd.m 

^ \ ^ dx ' dx^~ ~~ 

^ dx ^ ^ — ' etc.) 


- I ■ ( T ^ Ld® ~\~ d» , , 

+ Ji - + etc. 


+ "i^”(£®-etc.) 


+ etc., 


quae forma videtiir simplicissima et ad 


nsiun maximo acoominodata. 


mMiitiXumye mdlt •* "'tcgnilo /V& 

oportet; quod in geiiere fleri noart' “I"™ 

/F* cxtendito, epect„i oportrt; p™ ci 

ex pnori forma colligimiis hanc aeqinitioLm, '-Jl-ix-A, 


0 = (^ _ J) - /)Q 


dx 


dx^ 


d^.{A-l)'^\ 

dx'^ 


etc. 


COROLLAEIUM 2 


t6tmtt6mpertmXrM'’ert*!fe P™ qe'ivis casu oldato W 

per fiffereLti„nerexLt/rw "■ ”* ^ » A* 

Inde extrndi exideas est- «i™ ’ eperationo .%imal (jmintitatora A 

iategratioaic peadebit. ’ ““P'i"" a termino 

COEOLLAEIUM 3 

108. Quodsi in s'finPTP -m./-. • >• 

venieuda valorem fldx = T tnti formulae integralis f Vdx in- 

J ti integrali respondentem ponamua = A, va- 
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riatio quaesita ita exprimetur 


Sf7d'X=V(^x-\-Jo)clx 

-j- (O (^Ij Oj ^ 




Ldi)i + d. , Ldd® +.d.Ld® + d d.LS 
dx dx^ 

Ld^ + d.L<B . 

" dx- 


etc, 


-I- etc., 


^ I est valor formulae y'lwio; a termino integrationis extreme ad 
quemvis locum iiidelinitum. itiedium retro sumtus. 


SCHOLION 

109. In solutione liuius problematis compendium se obtulit, quo etiam 
analysis in superior! capite adliibita non mediocriter contrabi potest. Oum 
enim ibi (§ 79) iMvi-venissemus ad 

f vdx = r<fx -l-f(dx<)' r- d Vdx), 

(I V = Mdx -1- Ndij -|- Pdj) + Qdq + lidr + etc. 

d Ma)x -1- Ndy Pdp -1- Qdq-^- 

,l y dx(M' + Np -|- Fq -|- Q'*' + dis + etc.) 

hineque colligitui’ 

dxdV— dVdx =■ dx(N{<)'y -pdx) + F{dp - tl^x) + Q{H " • 

lam si brevitatis gratia ponatur f)y pdx = (o, eiit differ eutiando 

()'(pdx) — qdxdx — pddx = dw, 

(i{pdx) =pdd'x -|- dpdx, 


at 
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Simili modo hanc formulam differentiando ob dp ^ gdx et dq^rdx fit 
qddx + dqdx - qdSx - dqSx = dx{dq- rd x) = d.^£ , 
unde perspicuum est posito Sy —pdx = co fore 

tv d(o tv tv ^ j d(X) dd(o 

Sq-rdx = j^d.-^^- 


sumto dx constante, 


Quo circa erit 


. t, 1 T 1 j dm d'^co 

Sr- sSx - - Jrfi 

etc. 


J j'T;r JT/'J' ^ (-KT i ^dm Qddm .Rd'^a , _l aIp I 

dxSV— dVdx = dx [Nco + 4 — + etc.], 


dx ' dx'^ 
siquidem differ entiale dx constans accipiatur. 


dx'^ 


PEOBLBMA 9 

110. Si fiierit 'v — j^^Sdx existente 

= ^dx + ^dy + ^dp + Didq + + etc., 

turn vero sit V functio qmecunque non solum quantitates 


X, y, p = 


dy 

dx' 


q = 


dp 

dx’ 


d(j 

dx 


etc., 


sed etiam ipsam formulam integralem v — f'iSdx implicans, InvesHyare variafionem 
formulae integralis mnplicatae f Vdx. 


SOLUTIO 

Quoniam V est functio quantitatum v, x, y, p, q, r etc., sumatur eius 
differentiale, quod sit 


d P== Ldv -j- Mdx + Ndy + Pdp + Qdq Rdr etc., 
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ac habebitur variatio ipsius V ita expressa 

Sr=^ Ldv + Mdx + Ndy + + QSq + ESr + etc.; 

turn vei’O notetur ob 


dy=pdx, dp = qdx etc. 

0 SS 6 

dV^ dx{m + M: + Np + Pq + Qr-^Bs + etc.) 
et 

(PE = X -|- '')l(hj + 'H^dp -f g + Stci'f + etc. 


Praeterea habemus 

dv =^JXEd(Px -1- dx(m) == auy® -^/{dxm - dE3x), 
uncle posito (Jy — jiny;/; w orit per ante inventa 


- j dx 


£l ddm 


-|- etc.^) 


ubi commoditatiB ergo Bunisimus dx coiistana. 

Hia pi'aeparfUvia, (Uirn va,i’iatio (piaeaita sit 

<)' f Vdx -- V(Px +f((lx(J V- d Vdx), 

ut reductiono supric invcviita nti poHsiinuB, ponanius 

d V == Ldv + d W, 

lit sit 

3 V = L(y v + 3 ]V ot d W - Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + Bdr + etc. 


Quocirca nanciscoinin’ banc lormaiu 


3 1 ‘Vdx = Fdic + iXlAh'Jv — Ldvcfa^ -^JXdxcyW—dWdx), 


ubi est 


, , /,r , i «K> , I 

dx(y W-d W(fx == dx (N(jj + + 


+ 9A1A + — -r + etc.)' 


Lbonhahdi Eui.Kni Opera omnia Ii5 Infltitufciones calculi intogralis 
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Turn vero est 

dxdv - dvSx == dxf dx + etc.) 

ob dvdx = ^dxdx. Quibns substitutis colligitur variatio quae.sita 
sfnx - rdx +fLdx fdx (sri» + + ok.) 

Quo iam banc formam ulterius reducamus, ponainuR integralo f ldx = I ita 
sumtnm, ut pro initio, unde integrale f Vdx capitiir, evanescat, pro fine 
aiitem, ubi integrale Vdx terminatiir, fiat I=A; sicquo liet 

dfVdx^ Vdx + Afdx (dlw + -f etc.) 

- f Idx hlco + 

^ \ ' dx ' (lx- ™ (/r' ' 

+ fdx (Nw + J i 

V d: 

ad quam formarn contraliendam statiiarnus 


itc.) , 


^ + (A ~ lyn = N\ 
P -\- (A - 1)1^ />; 

Q + {A ~ 7).ri _ (p; 

P+i^ -/)i){ = W 

etc.. 


ut prodeat forma iUi, quam supra [§ 79-86] tractavimu.s, similis 

dfVdx = Vdx + fdxiwoj 4- — i \ 

V ^ -f- + etc.j; 
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+ Con»t, + etc.) 


, dd^:) ( r., , , 


+'!];’ (S' 

+ etc. 


Constanti autein pei’ iniogrationem invectae eiusmodi valor tribui debet, ut 
pro initio int( 5 grationiM forintibwi <)' j' Vdx partes absolntae ad uihilum redi- 
gantur, siquidem priiua ])ai;H integralis ita sumatur, ut pro eodem initio eva- 
nescat; turn vero univoi-sam (ixpreBsionem a,d finem integrationis produci 
oportet, pro quo ia;iu poHiiiunis Ikui / /yc^a; === 

(JOEOLLARIUM. 1 

111. In parto ivdngrali variabilitas per totam integrationis extensionem 
debot coinproliondi, in ])a:rtil)UH aaitoin absolntis sufficit respexisse ad initium 
ac linoin intogi’ationis, pi'o ntrocpie antoin termino conditiones variationis 
praeacripta .0 suppo(litu,ni; valoros d'a;, etc. Ac postquain ex condi- 

tionibus initii constajia rito i’uorit dotorminata, turn superest, ut singula 
membra ad liiKym integrationis acconunodentur. 


corollarium; 2 

112. Pro initio igitnr integrationis, ubi / = 0, erit prime 
JV' = iV + J DJ . r r + /I Q' = Q + 
pro differontialibus vero ob dl — Ldx erit 


dN' ^ dN , Ad^ __ 
dx dx (ix 


64 * 
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et ita de reliquis similique modo pro differentialibua secundis 

ddN' _ ddN Add^)l __ _ miL 

dx^ d¥"^~'' dx^ ~'dx dx ‘ 


COROLLARIUM 3 

113. Pro fine auteni integrationis, ubi I = A, fit 

N' = N, P' = P, Q'=Q, It' ~ li etc., 
valores vero differentiales ita se habebunt 
dN' 


dx 


dN 

dx 


m, 


dP' 

dx 


dP 

dx 




dQ 

dx 


L -jQ etc. , 


seciindi vero grados hoc modo 


ddN' 

_ ddN 

2 LdAl 

mi 

dx^ 

dx^ 

dx 

dx 

ddP' 

__ ddP 

jLd% 

^dL 

dx^ 

i 

dx 

dx 


et ita porro.' 

SCHOLION 1 

114. Quanquam natura variatiomim atque etiam (piaostionmn eo ])(a-ti- 
nentium iam satis est explicata, tainen Imius argumenti t.tiii digTiita„s quam 
noyitas ampliorem illustratioiiem requirere videntnr, cum tu^ .suporfluum 
quidem foret eadem saepius inculcari. Cum igitur ante') (ieometriii ot iiuius 
calculi applicatione ad maxima et minima usi simus, ad Iianc doctiinam 
magis explanandam hie rem generaiius pro sola Anaiysi contomplahimur. 

Primo igitur spectatur relatio quaecunquo inter l)inaH varia, biles x et y, 

ea sit cognita sive demum definienda, indeque fortnata, consideratur 
formula mtegrahs quaecunquey Fdx, quae intra certos terminos comprehensa 
seu m egratione a dato mitio ad datum fmem extensa iitiquo certum quen- 
ckm valorem recipere debet. Turn ilia relatio inter . et y, (luaecunque 
b ent, quomodocunque_ infinite parum immutetur, ut singulis vaviationiLs 
miihi ar Aurtis iam respondeant eaedem y variationibus quoque 

^ ^ (juiclera obsorvandura est tam in initio qiiam 

1) Metkodiis invmicndi lineas curvas-, vide notam p. 375. 


P. E. 
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fine rationem haruni variationum per conditiones quaestioimm dari, in medio 
autem istas variationes ita goneraliter assumi, ut nulla plane lege inter se 
connectantur. ex ha,c relatione variata eiusdem formulae integralis f Vdx 

[valor] ab eodem initio ad eiuidem flnem expansus seu intra eosdem terminos 
contentus deJlniri concipitur tic tota iam qnaestio in hoc versatur, ut hums 
postremi valoris variati excessus supra priorem ilium valorem formulae J'Vdx 
investigetur. Qui excessus cum pen.’ dj Vdx, quae forma ipsa est variatio 
formulae j‘Vdx, indicetur, huius quaestionis solutionem hactenus dedimus ita 
late patentem, ut omnes casus, ([uibus quantitas V est functio quaecunque 
non solum ipsarum x, y, p, <i, r, ,s etc., sed etiam. insuper formulam quandam 
integralem, v = fiSdx utcunque involvens, in se complectatur. 


SOHOLION 2 


115. tiued in praecedont(i capite tacite assumsimus de quantitate con- 
stante variation] invoiil.iU! adiicienda,, (piippe quain pars integralis variationis 
sponte involvit, hoc in istius probleniatis s(.)lutione accuratius exponere est 
visum. Cum scilicet in Iniiusmodi (piaostionibus, quae ad formulas iutegrales 
reducuntur, p(M'petuo ad ticrminos integrationis sit respiciendum, siquidem 
integrale nihil aliud esi, nisi stimnui olementorum a termino dato seu initio 
ad alium terininum sou linein (lontinuatorum, haec consideratio prorsus essen- 
tialis est omni intogra,tio)ii, sine qua i<lea valoris integralis ne consistere 
quidem poi.(^Bl-. (.]ua,mobrem coustitutis integrationis terminis, mitio scilicet 
et line, statim a,c, va,riat-ionis pars integralis ita est accepta, ut pro initio 
evadat nulla,, t.uin (viusinodi constanteni adiici oportet, ut etiam partes abso- 
lutae pi'o (iodem initio dostruantur sicque imiversa variationis expiessio a 
nihilum redigatur. tluod (mm fuerit factum, ad linem integrationis demum 
progredi licet,, ut, lioc, pact,o v('ra variatio formulae integralis propositae ab 
initio ad linein extensao obtineatur. 

llaoc autem varia,tionum doctrina ad duplicis geneiis quaestiones accom^ 
modari potest; duni in altero relatio inter variabiles x Bt y data ass 
ot Ibrmuhi.., i„U,gn,,li» iti.lnui J,it« fVdx vai-iatio iiivestigatur, postquam per 
totam mtegratiouis erkaiHioMm variabilibiis * et J variationes qnaecunqne 
fuerint tvibutae, in altero autem genere ipsa ilia vaiiabilmm * e » 
quaeritur, iit i'orniulae integralis J Vd'j: variatio ceita piopne a e si p 
dita; quemadmodnm si ea formula nialimum minimumve valorem^ recip 
debeat, banc variationem in nihilum abire necesse est. Ubi i enim 
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se offei’unt, prout maximum minimumve locum habere debet, vel quaecunque 
variatioues ipsis x Qi y tribuantur, vel si tantum hae variationes certae 
cuidam legi adstringantur. Ex quo manifestum est banc theoriam multo 
latius patere, quam quidem ea adhuc in usum est vocata. 


PROBLEMA 10 


116. 

tialihus 


Si fmctio V praeter Unas variaUles x, y CMni suis vahrihus differen- 


dy dp 

^~'dx’ ■ 



etc. 


etiam dms pluresve formulas integrales 

V = f?Sdx, v'= J‘^'dx etc. 

involvat, ut sit 

d'iS = Wdx -|- dldy -f- ^dp 4- £ijdg + -|- etc., 

d^S'= Wdx + ‘>)l'dy + 'i^'dp + adq + Wdr + etc. 
atgtte differentiali sumto 


dV— Ldv 4- L'dv'-\- Mdx + Ndy -|- Pdp -|- Qdq -|- etc., 
invenire variationem formulae integralis fVdx. 


SOLUTIO 

Si hums problematis solutio eodem modo instituatur ac praecedentis, 
mox patebit calculum a geminata formula integral! 

v=f^dx et v'=:f^:S'dx 

non turbari neque etiam, si plures eiusmodi involvereutur. Quare tota solutio 
tandem hue redibit, ut constitutis integrationis terminis primo integralia 

Ldx — J et J" L'dx = I' 

ita smt capienda, ut pro initio integrationis evanescant, turn vero pro fine 
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integrationis fiat I=A et T=A‘, quibixs quantitatibus inventis statuatiir 
porro 

iY j) 91 _i_ (Y- 1 ) 9f]' = Y', 

P _l_ (^ _ j)^ p; 

(^-I)0+ (^'-r)G'=<3', 

B A {A + {A'- I')W = B' 

etc. 


eritque variatio quaesita, dum utrique variabili a; et ^ vaxiationes quaecimque 
tribuuntur, ex praecedentibus solutionibus [§ 110] 


dF , ddQ' d^F , d^S' _ . \ 

M dx^ '^ dx^ ^ 7 


Sfrix-fa,dx{N'-§ + 

+ Con^t + f + -etc.) 


(lx 

dclG) / -r./ dS' 


+ g-{S’-etc.) 

+ etc., 

ubi coininoditatis gratia elementum dx constans est assumtum. 


OOROLLARIUM 

117. Si ergo etiam plures huiusmodi formulae integrales ^f^dx in 
functiouem V quomodocunque ingrediantur , expressio vanatioms quaesitae 
inde non mutatur, sed tantum quantitates N', B', Q', B' etc. ex us rite 
definiri convenit. 

SCHOLION 

118. Etsi formulae integrales 

I=fLdx, l'==fL'dx 

binas variabiles involvunt ideoque valores fixes recipere non posse videntur, 
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tamen perpendenduiu est in omnibus huiusmodi quaestionibus semper certain 
quandam relationem inter binas variabiles x Qi y supponi, sive ea absolute 
detur sive demum per calculum definiri debeat. Hac igitur ipsa relatione 
iam in usum vocata, ut quantitas y instar functionis ipsius x spectari possit 
formulae illae integrales utique determinatos valores sortientur. 


PEOBLEMA 11 

119. Si functio praeter variabiles x et y earumque valores differentiales 
pi, q, r, s etc. ipsam quoque formulam iniegralem u = f\}dx. involvat, ut eius dif- 
ferentiate sit 

das = 2du -H Wdx + dldy + -|- £^dq + + etc. 

existente 

dp = TudiT + ndi/ + pdj? -f qd(/ + rdf + etc., 

Urn vero sit V functio quaecunqiie ipsarum x, y, p, q, r etc. insuperquc formulae 
iniegralis v^J'^dx, ut sit 

dV = Ldv + Mdx -|- Ndy -f- Pdp ~\- Qdq -|- Lidr ~1- etc., 
invenire variationem formidae integraUs f Vdx. 


SOLUl’IO 

Ex Pioblemate 9 statim invenimus variationem formulae integralis 
J^clx = v; constitutis enim integrationis terminis sumtoque. integrali jQdx^^ 
ita, ut evanescat pro integrationis initio, pro tine (iat tiiin *tiat brevi- 

tatis gratia 

Grit ex illius problematis solutione 


dv = + fdx fiirco + I , 

d \ ~ dx ^ dx^ ' dx'^ ' 

posito (a = 8y pdx et sumto dx constante. 

Iam vero cum quaeratur 8 f Vdx, ob 

8fVdx = r8x + f{dx8V- d V8x) 
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posito brevitatis ergo 

dV — Ldv AW et 3Y = Ldv dW, 

at sit 

dW= Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + Rdr + etc., 
erit, at ibidem vidimas, 

Vdx = Fd® + J'[Ldxdv — Ldvdx) 

+/<i.(W» + ?f+««”+^ + etc.); 

abi si loco dv et d-y valores laodo inveati sabstitaaatar, erit 

dxd V — dvdx == dx J‘dx (^ft'w + + etc.^ 

Nanc ponatar Ldx = I integrali ita samto, at evaaescat ia iategrationis 
iaitio, ia fiae aatem fiat I=A, et babebimas 


iP'dco ZX'ddco . 3l'c^®c 


+ etc.) . 


~J\A-I)ix (!R-<0 + 

Eestitaaatar pro 5Jf', O', 9ft' etc. valores sapra assamti et ad calcalam 

coatrabeadaai poaatar 

P ^{A~-I)^A-{A- I) (9( - S) = F, 

Q _|_ - 1)0+ (A _ J)(3f - S)q = Q', 

E +{A- I) gt + (Al - I) (t - S)r = it' 

etc. 

ac rnaaifestaai est fore variEitioaem qaaesitaia 

etc.) , 


r- c P, / tit / , P'dm , Q'ddm . B'd^a 

dj Vdx = Vdx +Jdx [NwF 


qaae forma porro evolvitar ia eaadeai expressioaem, qaam sab fiaeai Proble- 
matis 9 (§ 110) exbib aimas, qaam ergo bic deaao appoaere foret saperflaum. 


COROLLARITJM 1 


120. Hie ergo formala iategralis fVdx, caias variatioaem assigaavimas, 
ita est comparata, at aoa solaia faactio V formalam lategralem J'^dx la- 

LisoNiuiiDi BuLEiii Opera omnia I is Instifcutiones calculi integralis 
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Yolvat, sed etiam. haec functio SS aliam formulam integralem Jti cZa; in se 
complectatur, ubi qnidem functio b nullam amplius lornmlam integralena 
implicat. 

OOEOLLARIUM 2 

121. Sin autem et liaec functio b in super formulam integralem in se 
involvat, iam satis perspicuum est, quomodo turn solutionem inatitui opor- 
teat, siquidem turn valores N', F, Q', li' etc. partes insuper recipient a 
postrema formula integral! pendentes. 

SOHOLION 

122. Quomodocunque ergo tbrmula integralis f Vdx fuerit complicata, 
praecepta liactenus exposita omuino sufliciuiit iid (n’us variationem investi- 
gandam, etiamsi forte complicatio fuerit inlinita. (Jum igitur omnes expres- 
siones binas variabiles implicantes, quarum variationos unqnam sint investi- 
gandae, vel a formulis integralibus sint liberao vel uiiam pliiresve in se com- 
plectantur easque vel simplices vel complicatas utcumpio, huic calculi 
variationum parti, quae circa dims vaadabilos versatur, abnnde satisfactum, 
videtur, ut vix quicquam. amplius desiderari queat. (luamobi-eiii ad formulas 
trium variabilium progrediamur ac primo quidem tales, (lUiii'iiin relntio per 
geminam aequationem definii'i ponitur, ut liiiiae \uiri<ibilos tanquam functiones 
tertiae spectari queant, sive haec duplex relatio sit ccjguita si\'e ox ipsa, 
variationis indole invest! gand a. 


CAPUT Y 


DB VARIATIONB BOEMDLARUM INTEGEALIUM 
TEES VAEIABILES INVOLTENTItM 
BT DUPLIOBM EELATIOKBM IMPLICANTITJM 

PKOBLEMA 12 

123. Proposita formula quacunque ternas mriaUles x, y, z cum suis differen- 
tialibus cioiuscunque gradus involvente eius variationem defnire ex variationihus 
omnium trium variabilium oriundam. 


SOLUTIO 

Sit W formula ista proposita, cuius primo quaeratur valor variatus 
pjv IPir qui oritiir, si loco x, y, z scribautur ipsarum valores variati 

x-\-dx, y-\r^y, z-\-dz 

similiterque pro earum differentialibus 

dx-{-ddx, dy-\-dSy, dz-\-ddz 

et ita porro; a quo si ipsa formula W auferatur, remauebit eius variatio d 
Ex quo intelligitur hanc variationem per cousuetam differentiationem obtmen, 
si mode loco signi differentiatioiiis d signum variatiouis d scribatur. Tau- 
tum notasse iuvabit, si differeutialium variationes capi oporteat, permde esse, 
in quonam loco inter differentiationis signa signum variatiouis d collocetur, 
quemadmodum supra [§ 37, 40] demonstravimus, unde signum variatiouis pei 
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petuo in postremo loco poni poterit, quod, cum acl formulas integrales pro- 
grediemur, commoclissimum videtur, sicut ex iis, quae hactenus de formnlis 
integralibus binas variabiles involventibus sunt traditui, satis est manifestum. 


COEOLLARIITM 1 

124. Quoniam » perinde ac y tanquam functio ipsius ;r ,s])ectari potest, 
si ponatur et f*. = b) 


A r 


dx 


similique modo formulae bine derivatae a supei'ioribus non (liHcrepa,nt. 


GOROLLARIUM 2 


125. Ponamus dy pSx = w et f)A — ■ [u)'y: m (U'itqiio 


1 

i 

== da) e 

t (h)'z pd ()',/■ - qdad 

si scilicet statuamus 

d 

d. 


1 dp 

unde patet fore 



d'p — g(fx 

dio 
~ dx 



COROLLARIUM 3 
126. Si ulterius statuamus 


_ ,, dq ^ dr _ ^ ,/v. 

da: ’ dx ' ' dx dx 


i etc. , 


erit simili modo sumto dx constante 


Sg — rd'x = 


ddo) 
dx^ ' 


S r — sdx = 


d'^io 
dx^ ^ 


()'q — x()'x 


ddw) 

dx" 

dr^ 


sicque deinceps, 
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SCHOLION 1 

127. SivG ergo formula varianda habuerit valorem flnitum sive infinitum 
sive evanescentem, ope hornm praeceptorum eius variatio perinde ac supra 
inveniri potest; neque enim baec praecepta a superioribus discrepant, nisi 
quod bic duplicis generis valores differentiales, alteri litteris latinis p, q, r, s etc., 
alteri germanicis q, x, § etc. indicati, introduci debeaut; cuius rei ratio in 
eo est sita, quod hie utraque variabilis y et g tauquani functio ipsius x spec- 
taxi potest. Sin autem unica aequatio inter ternas coordinatas daretur vel 
quaereretur, litterae bic introductae ^ et p nullos habiturae essent valores 
certos, cum salva ilia aequatione fractiones P- et P omnes omnino valores 
recipere possent. Omissis autem his litteris ipsisque differentiabbus in cal- 
culo relictis, etiam. pro hoc casu regula in solutione exposita variationem 
declarabit. 

SOHOLION 2 

128. Supra [§ 12—24] iam notavi hunc casum trium variabilium, quarum 
relatio gemina aequatione definitur, sollicite esse distinguendum ab eo, ubi 
relatio unica aequatione definiri assumitur. Discrimen hoc ex Geometria cla- 
rissimo illustratur, ubi ternae variabiles vicem ternarum coordinatarum gerunt; 
totidem autem in calculo adhiberi oportet, non solum quando quaestio circa 
superficies versatur, sed" etiam quando lineae curvae non in eodem piano 
sitae sunt explorandae. Atque hoc quidem casu posteriori determinatio 
lineae curvae diias aequationes inter ternas coordinatas postulat, ita ut binae 
quaevis tanquam functiones tertiae spectari possint. Superficiei autem natura 
iam unica aequatione inter ternas coordinatas definitur, ita ut uuaquaeque 
tanquam functio binarum. reliquarum spectari queat, unde ingens disciimen 
in ipsa, tractatione oriiyur. Praesens igitur caput inservire poterit eiusmodi 
lineis curvis indagandis, quae non in eodem piano sitae maximi mmimive 
quapiam gaudeant pi'oprietate. 

PROBLBMA 13 

129. Si V fiierit functio quaecunque trium variabilium x, y, eat urn in- 
surer (UiferentiaUa cuiuscunque ordinis impUcam, eaeque vatMs variationes 
quascunque recipiant, invenire variationem fotmulae integialis J Vdx. 
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OAPUT V 




[fi53-564 


SOLUTIO 


Quaecunque differeutialia in functionem V ingi-fidiaiitiu', na Ida foctis sub- 
stitutionibus 

dy==^pdx, dp^gdx, dq^rdx, dr^^sdj. ntc., 
de = );)dx, dp = ^dx, d(\ = xdx, dx «= ^dx cvfcc. 


tollentur et quantitas V exit limctio (|uantitat,iim finitaruin x, //, z, p, y, s etc 
p, q, t, § etc, Eius ergo diflerentialo liuiusinodi habidtii, foniiam 


dV=Mdx-\-Ndy + .Pdp -f {/dq + Hdr j - Sds f.. i>k. 

+ 'Hldz + 'i^dp q- Of/q I- “]■ Sf/d I - etc., 

unde mutatis signis difterentiationia d in d ainml liii,l)(>I)ii,tir variatio dV. Ex 
supra autem demonstratia otiaiii pro hoc. casu triuiu ViU’iaJriliuin liabobitor 

djVdx =J\ Fddx -I- dxd V) rd./; . \ d Vdx). 

A,t facta substitutione flet 


dxdV—dV6x 

' dx Ndy ■]- Pdp .{.Qdq \- ndr | . (dc. 

-|-^;hyp I Cdq Ikhdr j.otc. 

~~M.dx~ Npdx. /',/d.c ■ Qrdx /Asd.,' otc. 

i)tpda;-* ■ q^qd./' — Qia)',/: d{{;d.r (<tc. 

Quodsi iam brevitatis gratia sta,tuarnua 

dy~pdx^- w ot .... p ^ ^ 

sumto elemento dx coustante ex § 125 et 12(1 ei-it, 


~ uda; = 

dx ' 

dq ~ rdx = 

dx^ ’ 

dr ~sdx<^ 

dx^ ’ 


dp -- ipi.,. 


diu 
dx ’ 


d'q — i’d;r 


dd\\} 
dad ’ 


d'l* — oid:r 


(#(U 


etc., 
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unde variatio quaesita lioc mode commode exprimetur 


I Pdoj Qddco , Rd^D) 


“f- -f- 


dx 


^f Vd'X = Vdx -^fd 

I - I - 11/- vn _i . 

dx dx^ 

quae ut. supra [§ 80—85] ad hanc formam reducitur 

d^R 


d ;fZi d "T 6tiC. 


d^- + 

\dh 
dx^ 




ddQ 

dx^ 


+ 

dx^ dx^ 


etc.) 


dd^ 
■ lx 'dol 


d. 

ddR 


. ^ 4- - 

dx Ax 


+/il)(?a;(5R 

-j- Vdx-Ym{P 

Const. + it) + - 

+£(a 

+f"(^ -£+*•) 

+ f”(a-'S+eto,) 


. d^'S) , \ 


1 


d(o 

dx 


cm dm _ f @ 

dx ' dx^ (Ix^ 

dti , ddS 
dx dx^ 

d^ dd® 
dx dx^ 


;^¥ + 

1 ^ 
43 + ete 

etc.) 

etc. 
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+ fj(S-etc.) 

+ l!!(®-etc.) 

‘-j’- BtiC, j 

cuius indoles ex superioribus satis est manifesta, eademque circa constantis 
additionem sunt observanda [§ 116]. 

OOROLLIRIUM 1 

130. In ha,c solutione ambae variabiles y et s tanquam functiones ipsius 
X spectantur, sive iam sint cognitae sive demum ex variationis ™ ° 
niendae. Neque etiam formula integralis fVdx cevtum esset habitura valo- 
rem, nisi, tarn y quam « per % determinari conciperetur. 
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COEOLLARIUM 2 

131. Si formula VcU per se sif intGgriil)iliK niillu, assinnta relatione 
inter ternas variabiles, variatio integra,lis _ / Vdx milbis (jiio(|U(( rornuilas inte- 
grales involyere potest ideoque iiecesse est, ut turn sit 

, dP I ddQ, (P II . iPS , 

et N — 1 -- , ,, + , , t'tc. =-= 0 
dw dx‘ dx'' dx' 

, dip I ddD. . f/‘0 , 

et 9e + , „ , , + , , etc. 0. 

dx rtsr d.r ilx' 


COEOUARItlM 

132. Yicissim etiam si hae duae aequationes locaun ha])oa,iit, lioc certum 
erit criterium formulam dilferentialem Vdx per h(' inlngrationnin adinittere 
nulla inter yariabiles stabilita relatione. 


EXEMPLITM 

133. Quo hoc criterium mugis illusirtmun, Huniamus numnudl fornmlmn 'per 
se integrabilem sitque J Vdx == , undr. fU 


_L t '-‘I 'Y'6 

p ./■ ./'p ’ pp 

Ex cuius differentiatione colliginivis 

N=0 et q. , 


porro 

9^== -A I Pi, , A'vmi 

.^P «pp’ E .r,,;pp - ,rpp ' p-' 

lam pro prima aequatione ob N^O fieri ()i)ori,,il. 

d P d d Q n i/ (> 

~Jx + dF^^ C(.i 

cuius yeritas ex differentiatione ipsius Q st;it,im fit, ])ers] 
Pro altera aequatione 

m_dip fWQ 


ncMiu 
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qam Mnc est ut integrabilis existat haec 

formula 

9t dx^ J^^l^__ndx 

xpp'> 

unde Ob idx-dp manifesto fit/3J<ix_i. guperest ergo, ut sit 


d£i 

clx 


Cmx^ LL _i Lm 


. .1 

xp 


Verum difieientiando 'D utrinque perfecta aequalitas resiiltat. 


SCHOLION 1 

134. Quodsi ergo quaestio hue redeat, ut formulae integrali j‘Vdx valor 
maximus minimusve sit conciliandus, turn ante omnia iu eiiis variatione 
ambas partes integrales idque seorsim nihilo aequari oportet, propterea quod, 
iitcunque vaiiationes constituantur, variatio dj l’'dx semper debeat evanescere*, 
unde duae emergunt aequationes istae 


et 


N- 




dF ddQ 
dx ' dx^ 

dijS ddO 
dx dx? 


d^R d^ 
dx^ dx^ 


etc. 


dm , 

+ S' - 


dx^ 


0 

0 , 


quibus duplex relatio inter ternas variabiles x, ij, ^ ita exprimitur, ut dein- 
ceps tarn ;// (pram si recte tanquam functio ipsius x spectari possit. Quando 
autem, brie aerprationes sunt differentiale.s idque altioris gradus, totidem 
'at].'iuque constautes arbitrariae per integrationes in calculum iuvehuntur, quoti 
gradus utraque firerit dillerentialis. Has vero constautes deinceps ita definiri 


oportet, ut couditionibus tain pro initio quam pro fine integrationis formulae 
J Vdx praescriptis satisflat, quod negotium eo redit, nt praeterea variationis 
partes ahsolutae ad nihilum redigantnr. Primo scilicet Constans ita definiri 
debet, ut conditionibus pro initio praescriptis satisfiat, ubi quidem ex quae- 
stionis indole particulae 


CO, iu, 


dm 
dx ’ 


dlu 

Jx’ 


ddoa ddro , 

S' s 


definitos valores sortiri solent. Turn vero, cum idem circa finem integrationis 
usu veniat, ex singulis constautes per integrationem ingressae determinabuntur. 

Lkonjiahdi Euleui opera omnia luj Instifcufciones calculi infcegralis 
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SCHOLION 2 

136. Plurimum conduce! hie observasse membra, quibus variatio S fVdx 
exprimitur, sponte in duas classes dispesci, in quarum altera litterae tantum 
eae conspiciuntur, quae ad variabilitatem ipsius y seu ad eius habitum re- 
spectiT X referuntur idque ita, ac si quantitas n constans esset assninta, altera 
vero classis similes litteras a variabilitate ipsius ^ tantum pendentes continet, 
quasi quantitas y esset constans. Ex quo colligere licet, si etiam quarta 
variabilis v accedat, quae ut functio ipsius x quoque spectari queat, turn, ad 
illas duas classes tertiam iusuper esse adiiciendam, quae similia membra a 
variabilitate solius v pendentia complectatur. Quocirca solutio hie data spec- 
tari potest, quasi ad quotcunque variabiles extendatur, dummodo tot inter 
eas aequationes dari concipiantur, ut omnes pro functionibus unius haberi 
queant. Etsi ergo hoc caput tantum tres variabiles pi-ae se fert, tamen ad 
quotcunque pertinere est intelligendurn, si modo eiusmodi conditiones propo- 
nantur, ut tandem per unam reliquae omnes determinentur. Talem autem 
conditionem formulae integrales huius formae fVdx necessaiio involvunt- 
quotcunque enim variabiles in quantitatem F ingrediantur, expressio fVdx 
certum valorem deflnitum omnino obtinere nequit, nisi omnes variabiles tan- 
quam functiones unius ^ spectari queant. Longe aliter autem est comparata 
ratio earum formularum integralium, quae ad duas pluresve variabiles a se 
invicem mmime pendentes referuntur. 


PROBLBMA 14 


136. Si functio T praeter tres variabiles x, y, z 
cumscunque gradus insuper involvat formulam intjgndem 
functio quaecunque earundem variabilium x, y, 3 cum stm 
gare variationem formulae integralis fVdx. 


earwnque differentialia 
v—^l^'iSdx, ubi sit 
differentialihus, invesii- 


SOLUTIO 

TJt species saltern differentialium e calculo tollatur, ponamus ut ante 

dy pdx, dp == qdx, dq = rdx, dr = sdx etc. , 

dz=)^dx, d)^^(^dx, d(\^idx, dt^Mx etc. 
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ac functione V differentiata prodeat 

dV = Ldv -j- Wdx -f- Ndy Pdp -j- Qdy Mdv -|- etc. 

+ ^Idg -f- -|- Qdq etc. ; 

turn vero ob dv = ^8dx sit 

d'^ = M'dx + N'dy + P'dp + Q'dq + B'dr + etc. 

+ Wdg + ip'dp + a'd q + mt + etc. , 

ubi ob defectum, litterarum, iisdem accentu distinctis utor. Hiuc autem simul 
earundem quantitatum V et variatioues habentur. lam cum quaeratur 
variatio d J‘ Vdx„ habebimus primo quidem ut ante 

d frdx = rdx+f(d.xdr— dVdx); 

ubi cum valor ipsius V non. discrepet a praecedente, nisi quod hie ad eius 
differentiale dV accedat pars Ldv = L'^dx et ad variatiouem dF haec pars 
Ldv = LS f'i&dx, etiam variatio quaesita df vdx forma ante inventa expri- 
metur, si modo ad earn adiiciatur hoc memhrum 

fL{dxd f ^dx — ^dxdx) = fLdx{d f'^dx — 'fSdx). 

Quia vero formula, integralis f'iSdx eadem eat, quae in problemate praecedente 
est tractata, si, ut ibi fecimus, statuamus 

dy—pdx==(Jo et d^; — pda? = it), 


elemento dx constante assumto habebimus 
d f«ri,r ■-'i\dx=^fdx 




PonaniM iam miegmle J'Ldx- I, si scilicet ita capiatur, at pro initio iiite- 
grationis evanescat, turn vero pro teiniino finali integrationis flat 1= A, quo 
facto pro tota integrationis extensione erit 

P' doj . Q'ddco 


J Lix(S f'Mx — Srf*) -f(A -Iji'- 
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Nunc igitur introducamus sequentes abbreviationes 


N+ (A- I)N' = N‘\ 
I^+(A-I)F I>\ 

Q -\r — 1} Q' = <3", 

I? + (^ - I)li' = JR" 

etc. 


‘Hi + (A ./j3{:'=- JH" 

etc.. 


atque manifestum est variationem quaesitaaii ita ex[)re,ssam iri 

d f Vclx = Vdx +fdx 

quae etiam ut ante evolvitur in banc formani 


^ dj- ^ d;,r ^ f/.r' 

dx ‘ dx- dF 


-I- etc. 
i- etc. 


sjydx = 

fa)dx - 

dx 

’ , dd(/ 
dA’- 

d'V/.'" 

dA' 

, f/bS"' 
dF 

+f\vdx[T'~ 

_ dip" 
dx 

, ddQ" 
dx- 

d‘’)H" 

' d:A 

, d''©" 
dx' 

+ Vdx + 

0? 

(p" - 

(Kf 
' dx 

, ddW 
dA 

dbs'" 

d.r' 

1- e(,c.) 

+ Const. -)- 

m 

(f"-. 

d'D" 

dx 

, dd5U" 

''■ d:r 

d'' ©" 
dA 

f etc.) 

+ 

do) 

dx 

(«"- 

djio 

dx 

, ddS^ 

' d./:-' 

(d,c.) 


+ 

dtt) 


d5Ii« 

, dd@" 

, \ 


dx 

- 

dx 

+ - 

etc.) 


+ 

dd CD 

dx^ 

(p"- 

dF 

dx 

+ ..tc.) 



+ 

& 

(JR"- 

d& 

dx 

+ etc.) 



+ 

d^a> 

dx^ 

(r- 

etc.) 




+ 

~dx^ 

(@" _ 

etc.) 





+ etc. 
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ubi neiniiiBio offGiidat signum nihili litteris suffixum, siqiiidem non BxponBiitem 
dBiiotat, sBd tanfcuin. ad has litteras ab iisdem nude positis distinguendas ad- 
bibetur. 

COROLLARIUM 1 

137. Si igitur lormula integralis J Vdx habere debeat yalorem maximum 
vel minimum, variationis inventae bina membra priora statim nihilo aequalia 
statui oportet, unde duae resultant aequationes dilferentiales, quibus indefl- 
nita relatio utriusque variabilis 2/ et s ad a; deflnitur. • 

COROLLAEIUM 2 

138. Etiamsi hie conditionum, quae forte pro initio et fine integrationis 
projoonantur, nondum ratio habetur, tameii eae iam occulte in calculum in- 
grediuntur, quia litterae 1 et A terminos integrationis respiciunt. Interim 
tamen eae in ipsa aeciuationum differentialium tractatione iterum ex calculo 
.ex]jelluntLir; dum enim formula integralis J’i da; == i eliditur, simul quantitas 

constans A. egreditur. 

COEOLLAEIUM 3 

13i). Expeditis autem aequationibus his duabus differentialibus idque 
generalissime, ut totidem constantes arbitrariae in calculum invehantur, quot 
integrationes institai oportuit, turn demum ad coiiditiones utriusque termini 
iiitegrati(.)uis formuliu! J‘j'dx est attendendum, quandoquidem bine ex reliquis 
variationis membi'is absolutis illae constantes determinari debent. 


SCHOLION 

140. Solutio huius problematis ita est comparata, ut iam satis sit pei- 
spicunm, quemadmodum etiam formulas magis complicatas, veluti si functio T 
plures formulas integrales involvat vel si quoque functio 58 formulas novas 
integrales complectatur, expediri conveniat. Quin etiamnunc est mamfestum, 
si huiusmodi formulae integrales plures tribus variabiles contineant, quomodo 
turn variationes inveniri oporteat, atque adeo non solum taediosum, sed etiam 
superlluum foret, si copiosius hoc argumentum peisequi vellem. Ad paitem 
igitur huius doctrinae alteram multo abstrusiorem progredior, ubi etiam 
relationib'us inter variabiles constitutis duae pluresve a se invicem minime 
pendentes in calculo relinquuntur. 



CAPUT VI 


DE VAEIA.TIONE EORMULAEUM DIPEERENTTALTUM 
TEES VAEIABILBS INVOLVENTIUM 
QUAEUM EELATIO UNICA ABQUATTONE OONTINBTOR 


PROBLBMA 15 


141 . Proposita 
quaemnque Sx, dij, 
p'imi gradus 


aeqmtime inter Ires mriMies x, el x, quitms mrialimrs 
is Mmmtur. defmre rmiatimm A„«, «/,„■»«, ,li/lhn:ntk,lim, 



V VJ .J, 4,V./ 


Cum iinica aeq uatio inter tres vi vi n i n i nc. i 

!:r: “ 

.■atione. --oW 

nt Ttiriabiles fcactentnr terMi r, ’ *" “1"”'''“”“ '>“*"■ '■“« aola' 

possunt, quoniam, si etiam a tertin / ^ V ^pectar 

^ et y\ unde simul intellieitur n '■ i ^'Linctio ipsarurr 

inteiiigitur, quid istae formulae 
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significent. Cum igitur valor variatus formulae sit 

si scilicet hie variabilis y coustaus sumatur, erit hac couditione ohservata 

^ \dx^+ddx)-\^-^-^ J^-)> 

propterea quod yariationes ddx Qt Sdz prae dx et dg evanescuntd) Hinc ergo 
ob (|^)==JP habebitur yariatio quaesita^ 


dp 


fdSg 
\ dx 


ds dSx\ fdSs 
.dx dx ) 


(dSs\ /dSx\ 

V da; / ^\dx)' 


quai'um formularnm signilicatus, cum tarn dg quam da; sint functiones ipsarum 
a; et y hicque y constaus habeatur, per se est mauifestus. Simili autem 
modo 3'eperietu.r fore 

ubi iam vairiabilis x pro coiistante habetur. 


COEOLLARIUM 1 

142. Hie omnia ad binas variabiles a: et y sunt perducta atque ut 
earum fmictiovieK spectantur non solum tertia g, sed etiain oinues tres va- 
riatioues da;, dy, d g\ manifestum autem est has tres variabiles pro lubitu 
inter se penimtari posse. 

COROLLAEIUM 2 

143. Sufficit autem his binis formulis pro differentialibus primi gradus 
uti, (|uoniam reliquirs ad has reducere licet, siquidem sit 



ubi p et p' sunt functiones binarum x Qi y. 

1 ) Editio prinoeps: propierea quod variaiiones 5x et Sg prae x et g evanescunt. Oorrexit F. E. 

2) Fadlo intolligitur hanc forraulam non siibsistere, nisi 8y a Tariabili sola pendeat, 
quod quidom auctor ipso in § 148 observat discrepantia duorum valorum pio Sq in § 14i in 
veutorum nionitus. F. E. 
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COEOLLAEIUM 3 

144. Inventis ergo variationibus harum duarum formularuin 




dx. 


reliquarum formularuin modo memoratarum variationes bine facile 
tur. Erit enim 

( 5 ' __ _^P 

\cuJ pp 

\dgJ p'p p'p' \ dy ) Y K dy )’ 

l(dSg\ p (d 8 x\ . p (d 8 g\ p 

"WJ 7 + }.' VS7 + / \dJ+^jiKdy)~f' 


reperien- 


1/^4 A 1 /ddA 

pp \ dx J ' p \ dx )’ 

^ _j_ ^ (^^y\ 


dy J 


'SCHOLION 1 

146. Hie ante omnia observo formulas diflerentiales certum valorem 
habere non posse, nisi duo differentialia ita inter se comparentur, ut tertia 
variabilis, si tres habeantur, sen reliquae omnes, si plures adsint, constantes 
accipiantur. Ita hoc casu, quo inter tres variabiles x, y et g uiiica aequatio 
datur vel saltern dari^ concipitur, formula % nullum plane habet signiflea- 
tum, nisi tertia variabilis y constans sumatur, quani conditionem vinculis in- 
cludendo banc formulam innuere consuevemnt, etianisi ea tuto omitti pos- 
sent, quoniam alioquin ne ullus quidern significatus adesset. Quod quo 
magis perspicuum reddatur, quaecunque a,equatio inter ternas variabiles x, 
y, ^ proponatur, ex ea valor ipsius ^ elici concipiatur, ut ^ aequetur certae 
lunctioni ipsarum x ei y eiusque sumto differentiali prodeat dg=pdx+p'dy, 

^ functiones ipsarum a; et y idque tales, ut sit 

\dy)~\dx)- Mnc y constante lit dg=pdx seu p = sumta 

autem oi:> constante prodit ISityi xrm-o j. 

A ^ \dy) * y^iio etiam mamlestum est sumta 

oie ^ huinsmodi autem formulas oxcludi. conveniet, 

quando tam j q„am variatioms iSx, i,j et tn ut functiones ipsai-um i et ,j 
repraeseutamus. 


SCHOLION 2 

nnlPn^! a^^gumentum multo clarius illustrare licet. De- 

mm res nostrae variabiles x, y, z ternas coordinatas AX, XY, YZ 
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(Fig. 4, p. 387), inter quas aequatio proposita certam quandam superficiem 
assignabit, in qua ordinata TZ=g terminabitur, quae utique tanquam certa 
functio binarum reliquarum = a; et XF =y spectari potest, ita ut sumtis 
pro lubitu his binis qc et y tertia YZ==z ex aequatione proposita deter- 
minetur. ^ Quodsi iam alia superficies quaecunque concipiatur ab ista infinite 
parum discrepans eaque ita cum hac comparetur, ut eius punctum quodris z 
cum propositae puncto Z conferatur, ita tamen, nt intervallum Zz sit semper 
infinite parvum, variationes ita repraesentabuntur, ut sit 

Ax~AX = Xx, dy==xy~XY et Sz^ys-YZ\ 

et cum hae variationes prorsus arbitrio nostro permittantur neque ullo modo 
a se invicem pendeant, eae etiam tanquam functiones binarum x y spec- 
tari possunt idque ita, ut nulla a reliquis pendeat, sed unaquaeque pro arbi- 
trio fingi queat. Quin etiam hinc intelligitur, quoniam superficies proxima a 
proposita diversa esse debet, neutiquam fore 

Sz=pdxA-p'^y, 

siquidem pro superficie proposita fuerit 

dz = pdx P'dy, 

alioquin punctum z foret in eadem superficie, ex quo omnino ternas func- 
tiones ipsarum x et y pro variationibus dx, dy et 8z ita comparatas esse 
oportet, ut non sit 

dz^pdx-\-p'Sy, 

sed potius ab hoc valore quomodocunque discrepet; ubi quidem imprimis 
notandum est has functiones ita late patere, ut discontinuae non excludantur 
atque adeo pro lubitu variationes tantum in unico puncto vel saltern exiguo 
spatio constitui queant. Ne autem hie ulli dubio locus relinquatur, probe 
notandum est ex eo, quod ponimus z eiusmodi functionem ipsarum x et y, 
ut sit 

dz =pdx 

minime sequi fore quoque 

8z=pdxA-p'^y> 

quemadmodum supra assumsimus, propterea quod hie ipsi z propriam tribui- 
mus variationem neutiquam pendentem a variationibus ipsarum x et y, 

Lkonhardi Eulkhi Operti omnia Ii3 Institutiones calculi integralis 
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PROBLEMA 16 


147. Prc^osita aeqmtione inter tree mriabUes x, y, z, qidhus variationes guae- 
cunque Sx, 8y, 8z trihuimhir, investigare, variationes fornmlarum differentiaKim 
secundi gradus 



SOLUTIO 


Hie iterum z spectatur ut functio ipsannn x et y, qviariim etiain. sunt 
functiones ternae variationes d'x, dy, dz nullo inodo a se invicein pendente,?. 
Qiioniam in praecedente problemate posuimus 



his formulis in subsidium vocatis habebimus 



hicque ratio vaiiationmn dp et dp' est hal)endii, qua.s invoniiuus 



Simili eigo niodo calculuin subducendo reperienius prinio 



invenitur, si valor dp differentietiir posita, y constante 
tiale per dx dividatur, unde oritur 


ac differen- 



concludimus 


da=.(^-l^y\ (ddSx\ 
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Eodem modo ob g-' = erit 


at 


ideoque 


#s'_( 

. dy ) 


/'ddy\ 

\dy)’ 


(dSf\ 

{ ddd^'' 


fdSx 

)— i>l 

^ dddx\ 

\dy)- 

Kdxdy ^ 


\ dx , 

\dxdy/ 

II 

i-g'( 

dx ) 

-2'l 

(f) 

( dddx\ 
'^Kdxdyj' 

s' = (© 

simili modo tractatus praebet 

fdddz\ 

Kdxdy) 


. dx ) 

-2'( 

K dy ) 

__ ,/d^\ 
^ Kdxdy) 


cuius valoiis ab illo discrcpautia iucomnioduiiL iuyolvit mox accuratius Gxa- 
miiiauduni. Ex tsrtia autGiu. formula 2"“ 



SCHOLION 1 

148. In origiuGm discrepantiao variationis dg' ex gemino valore 



natae inquisiturus observe in Ms formulis variationem exprimentibus vel 
quantitatem x vel quantitatem y pro constant! haberi, prout denominator 
cuiuscunque membri declarat. Verum si quantitatem x constantem manere 
sumimus, utcunque interea altera y mutabilis existit, natura rei postulat, ut 
etiam variationes ipsius x nullam mutationem subeant, quod autem secus 
evenit, si variatio dx quoque a quantitate y pendeat, quod idem de altera 
variabili y, dum constans ponitur, est tenendum. Ex quo manifestum est, 
si variationes dx et Sy simul ab ambabus variabilibus x Qt y pendere su- 
mantur, id ipsi hypothesi, qua alterutra perpetuo constans ponitur, adversari. 
Quamobrem hoc incommodum aliter vitari nequit, nisi statuamus variationem 
ipsius X prorsus non ab altera variabili y neque huius variationem dy ab 
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altera ® pendere. Sin autem dx per solam x et dy per solam y deter- 
minatur, ut sit 

et ("?)-0 et (!^»)-0, 

erit etiam 


("^)_0 et 

\dxdyJ \dxdy/ 

sicque ambo illi valores discrepantes pro dq' inventi ad consensuni perdu- 
cuntur. 


SCHOLION 2 

149. Omnibus autem dubiis in hac investigatione felicissime occurremus, 
si soli quantitati g variationes tribuamus binis reliquis x et y plane invariatis 
relictis, ita ut sit tarn dx = Q quam ^y==0, quo pacto non solum calculo 
consulitur, sed etiam usus huius calculi variationmn vix resti’ingitur. Quodsi 
enim superflciem quamcunque cum alia sibi proxima comparamus, nihil im- 
pedit, quominus singula proposita superficiei puncta ad ea pi'oximae ]mncta 
referamus, quibus eaedem binae coordinatae x et y respondeant, solaque tertia 
2 variationem patiatur. Quin etiam haec suppositio, cum ad forniulas inte- 
grales progrediemur, eo magis est necessaria, quandoquidem semper totum 
negotium ad eiusmodi formulas integrales perducitur, quae duplicern inte- 
grationem requirunt, in quarum altera sola x, in altera vero sola y ut varia- 
bilis tractaturj nisi ergo harum variationes nullae statuantur, maxima in- 
commoda inde in calculum iiiveherenturj qui cum per se plerumque sit 
difficillimus, minime consultuin videtur, ut ex hac parte difficultates multipli- 
centui. Quamobrem hanc tractationem ita sum expediturus, ut in, posterum 
perpetuo binis variabilibus x et y nullas plane variationes tribuam solamque 
tertiam g variatione quacunque dg augeri assurnam, ubi quidem Sg ut func- 

tionem quamcunque ipsarum x et y sive continuam sive discontinuam sum 
spectaturus. 


PEOBLEMA 17 

150. Si g fuerit functio qmecunque ipsarum x et y eique tribuaiur variatio 
8g panter tdcunque ah x et y pendens, investigare variationes formularuni omnium 
differentialium cuiuscunque ordinis. 


574-5761 FORMU LAE DIPFERENTIALES UBI « EST EBNCTIO IPSARUM 


a; ET 2 / 453 


SOLUTIO 

1 10 diffsientialibus primi gradus habsntur bao duas formulas 

^-(s) 

quarum variationes, cum x Qt y nullam variatiouem pati concipiantur, ex 
supra inventis ita [se] habebunt 



Pro differentialibus secundi ordinis hae tres formulae habentur 



quarum variationes ex praecedeute problemate ob $x = <d et dy 


0 sunt 



Simili modo si ad dilferentialia tertii ordinis ascendamus, liae quatuor for- 
mulae occurrunt 



quarum variationes ita expressum iri manifestum est 



unde per se patet, quomodo variationes formularum differentialium superiorum 
ordinum sint exprimendae. 


COEOLLARIUM 1 


151. Hinc iam manifestum est fore in genere pro formula differentiali 


+ V 




cuiuscunque ordinis 
periores omnes continentur. 


eius variatiouem = ^ 


dxf' dy'’' ’ 


in qua forma su- 
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COROLLAEIUM 2 

152. Deinde etiam perspicuum est intro ducendis loco differentialium primi 
ordinis litteris p, p', secundi ordinis litteris q, q', q", tertii ordinis litteris 
r, r', r", r'", quarti ordinis litteris s, s', s", s'", s"'" etc. speciem dilferentialium 
tolli, quemadmodum etiam supra hniusmodi litteris speciem differentialium 
sustulimus. 

SCHOLIOF 

153. Quoniam binae vaniahiles a? et i/ prorsus a se invicem, non pendent, 

ita nt altera adeo eundem valorem retinere queat, dum altera per omnes 
valores possibiles variatur, evidens bniusmodi formulam differentialem quippe 
quae nullum plane significatum certum esset babitura, in calculo nunquam 
locum invenire posse. Contra vero, cum quantitas ^ sit functio ipsarum x et 
2/, bae formulae et reliquae omnes, quas supra, sum contemplatus, 

definitos babent significatus neque ullae aliae in cabmlum ingredi possunt. 
Demde quia semper quaestiones buc pertinentes oo reducere licet, ut tan- 
quam functio binarum x et ^ spectari possit, oiusmodi formulae ubi 

quantitas g esset pro constanti babita, bine prorsus excluduntur neque ullae 
abae praeter supra memoratas in calculo admitti sunt censendae; sicque omnes 
expressiones a formulis integralibus bberae praeter ipsas vmiabiles a;, y, g alias 

formulas differentiales non implicabunt praeter eas, quarum variationes hie 
sunt indicatae. 


PEOBLEMA 18 

Si z sit functio ipsarum x et y eique tribuatur variatio dz utcunque 

e y pendens, turn vei o fuo it V quantitas quomodoctmque ex tribus variabili- 

ws X, y z ^ eanmque differentialibus cuiuscunque ordinis composita, eius varia- 
tionem o Y investigare. 


SOLUTIO 


Ut in expressions F species differentialium tollantur 
tenus fecimus, ’ 


ponamus, ut bac- 
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quarum formularum variationes a variatione ipsius s oriundas ita definimus, 
ut posita evidentiae gratia ista variatione dB — vj, qiiam ut functionem quam- 
cunque binarum variabilmm ® et ?/ spectari oportet, sit 





etc. 


Illis autem factis substitutionibus expressio proposita V fiet fimctio harum 
quantitatum x, y, B, p, p', q, q, q”, r, r\ r", r"' etc. Eius ergo differentiale 
talem induet forinam 


ci F = Ldx + Mdy + NdB + Pdp + Qdq + 


+ P'dp' + Q'dq' + B'dr' 
+ Q"dq" -f B''dr" 
+ irdr"' 


etc. 


Quoniam nunc formiila F eatenus tantum variationem recipit, quateniis quan- 
titates, ex quibus componitur, variantur, binae autem x et y immunes sta- 
tuuntur, eius variatio, quam quaerimus, erit 

d F= NdB -t- Pdp -b Qdq + Edr 
+ P'dp' + Q'dq' -pE'dr' 

+ Q-dq" + K'dr" 

+ E"'dr’" 


etc., 
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ac si loco variationis scribamus w, habebimus variationes inventas sub- 
stituendo 


dy=N(o + F 


3 

\dx/ 




/ m\ 
\^) 



cuius formatio, si forte etiam differentialia altiorum graduum ingrediantur, 
per se est manifesta. 

OOEOLLAEIUM 1 

155. Cum CO spectetur ut functio binarum variabilium x et ?/, singularum 
partium, guae variatiouem 8 V constituunt, significatus est determinatus atque 
baec variatio perfecte definita est censenda. 



OOEOLLAEIUM 2 

156. Quomodocunquo autem expressio V dilfe- 
rentialibus sit referta, quaudoquidein valorem cer- 
tum indicare est censenda, sabstitutionil)ua adhi- 
bitis semper a specie diflerentialium libej-ari debet. 


OOEOLLAEIUM 3 

^ — — — - — - Jiosti'ae ti'es variabiles ad superficiem 

Pig. 6, referantur, ut sint eius coordinatae AX==x, 

YZ= z (Fig. 6), sola ordinata YZ=si 
ubique mcrementum infinite parvum = = accipere intelligitur, ita ut 

punc a z cadant in aliam superficiem ab ilia infinite parum discrepantem. 


SCHOLION 

168 Dnbio Me ocemri debet inde oriundo, quod quautitatem a at func- 
lonem bmarum * et y spectandam esse diximus; quoniam enim ipsis ® et y 


DIFFEEENTIALES UBI & EST FUNCTIO IPSAKUM % ET y 457 

iiullas Vciriation6s tribuimns, si in Bxpressione P" loco z eius valor in £c et jf 
substitueretur , ea ipsa in meram functionem ipsarum x b\) y abiret neque 
propterea rxllam variationem esset receptura. Yerum notanduin est, tametsi 
z ut fanctio ipsarum a; et y consideratur, earn tamen plerumque esse in- 
cognitam, quando scilicet eius naturam demum ex conditione variationis 
erui oportet; sin autem iam ab initio esset data, tamen, dum variatio quae- 
ritur, functionem banc z quasi incognitam spectari convenit minimeque eius 
loco valorem per x y expressum substitui licet, antequam variatio, quippe 
quae a sola ^ pendet, penitus fuerit explorata. 


Li3onhaudi Eulekx OperWj omiaifL Its Institutioucs calculi intcgralis 



CAPDT vn 


DB VAEIATIONB POEMULAEUM INTEGRALIUM 
TEES YA ETA E T T. e s INVOLVENTIUM 
QDAETJM UNA UT FUNCTIO B.TNA RUM RELIQUARUM 

SlWrATDE 


PEOBLBMA 19 


159 . Formularum integralmm hue pertinentium naturam evolvere ac ratumem, 
qm earmn variationes imestigari conveniai , explicare. 


SOLUTIO 

Cum tres habeaiitur variabiles x, y et quaiaim una s ut fmictif) bi- 
uarum reliquarum x q\j y est spectanda, etiarasi iii i])sa va,T’iatioTTis investi- 
gatione ratio buius functionis pro incognita, baberi debet, i()rTtiula,e iTitegrales, 
quae in boc calculi genere occurrunt, pluriinum discrepant ab iis, quae circa 
binas tantum variabiles proponi solent. QueTnadmodum (iirini tabs fonna 
integralis^ydaj, ubi Y duas variabiles p et y im]:)lica,re censetur, quarum y 
ab X pendere concipitur, quasi suinnia omnium valoi’iim elernentarium Vdx 
pei omnes valores ipsius x collectornm considerari potest, ita, qua,nd.o tres 
vaiiabiles x, y q\i z babentur, quarum baec z a binds x et y siniul pendere con- 
cipitui, integralia buc pertinentia collectionem omniiTni eleraentorum a,d omnes 
valores tarn ipsius a; quam ipsius y relatorum involvunt ideoque duplicem 
integrationem, alteram per omnes valores ipsius x, alteram vero ipsius y 
elementa congregantem requirunt. Ex quo buiusmodi integralia tali foima 
jj Vdxdy contineri debent, qua scilicet duplex integratio innuatur, cuius 
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evolutio ita institui solet, ut primo altera variabilis y ut constans spectetur 
et formulae J'Vdx valor per terminos integrationis extensus quaeratur; in 
quo cum iam x obtineat valorem vel datum vel ab y pendentem, hoc inte- 
grate ^j^Vdx in functionem ipsius y tantum abibit, qua in cly ducta superest, 
ut integrate fdyfVdx investigetur; quae ergo forma fdy f Vdx hoc modo 
tractata illi J'J'Ydxdy aequivalere est censenda. Ac si ordine inverse primo 
quantitas x constans accipiatur et integrate fvdy per terminos praescriptos 
extendatur, id deinceps ut functio ipsius x spectari et integrale quaesitum 
j'dxJ'Vdy inveniri poterit. Perinde autem est, utro modo valorem integralis 
formulae duplicatae J'J' Vdxdy [evotvendi] utamur. 

Cum igitur in hoc genere aliae formulae integrates nisi huiusmodi 
Vdxdy occurrere nequeant, totum negotium hue redit, ut, quemadmodum 
huiusmodi formae variationem inveniri oporteat, ostendamus. Quoniam autem 
quantitates x et y variationis expertes assumimus, ex iis, quae initio sunt 
demonstrata [§ 75 1, facile colligitur fore 

djj Vdxdy =ff$ Vdxdy, 

ubi 3 V variationem ipsius V denotat; hicque integratione pariter duplici est 
opus, prorsns ut modo ante innuimus. 

GOEOLLARIUM 1 

160. Si ponamus integrale fy Vdxdy = TV, cum sit fdxj" Vdy = W\ erit 
per solam x differentiando J" Vdy = hineque porro per y differentiando 
F = unde patet integrale W ita comparatum esse, ut fiat V={^j;^- 


GOEOLLARIUM 2 

161. Cum duplex integratio sit instituenda, utraque quantitas arbitraria 
introducitur; altera autem integratio loco constantis functionem quameunque 
ipsius X, quae sit X, altera autem functionem quameunque ipsius y, quae sit 
Y, invehit, ita ut completum integrale sit 

ff Vdxdy =^W+X-\- Y. 
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OOEOLLAEIUM 3 

162 . Hoc etiain pei; ipsam resolutionem conflrmatur; fill enim primo 

'^= ©f)' neque X iieque ab y pendet, 
Quare si fuerit = X, erit integrale completum 

ffVdxdy^W+X-^Y. 

SCHOLION 1 

163. Omnino autem necessarium est, ut indoles huiusmodi formularum 
integralium duplicatarum ^fJ'Vdxdy accurabius examini subiiciatnr, qnod corn- 

mod issime per theoriam superb cierum praestari 
poterit. Sint ergo ut hactenus et y binae co- 
ordinatae orthogonales in basi assumtae AX=x, 
XY=y (Fig. 7)^), cui in Y normaliter insistat 
tertia ordinata YZ=z ad superficiem usque 
porrecta. Si iain binae illae coordinatae x et y 
suis diflbrentialibus crescant XX' = dx et 
YY— dy, inde in basi oritur parallelograinmum 
elementare Yxy Y' = dxdy, cui elenientum for- 
mulae integralis convenit. Ita, si de soliditate 
a superficie inclusa sit quaestio, eius elernentuin 
= ^dxdy ideoque tota soliditas =£l's!dxdy\ si superficies ipsa quaeratur, 
pos:to ds ^pdx^p'dy erit eius elementum buic rectangulo dxdy imminens 
= dxdyVil pp Y p'p') ideoque ipsa superficies == j^^dxdy Vd -\- PP + p'p'\ 

ex quo generatim intelligitur ratio formulae integralis duplicatae ff rdxdy. 
Quodsi lam talis formulae valor quaeratur, qui dato spatio in b'asi veluti 
ADYX respondeat, ^ primo sumta ic constante investigetur integrale simplex 
J Vdy ac turn ipsi y assignetur magnitude ACF ad curvam BY porrecta, 
quae ex huius curvae natura aequabitur certae functioni ipsius x. Sic igitur 
dxj Vdy exprimet formulae propositae elementum rectangulo XYxX'^ydx 



1) Eig. 7 editioais principis levi correotione ooiicinna facta est. 
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conveniens, cuins integ'rale denuo sumtum fixf Vdy et ex sola variabili x 
constans tandem dabit valorem toti spatio ADTX respoudentem, siquidem 
utraque integratio adiectione constantis rite determinetur. 

SOHOLION 2 

164. Ita se habere debet evolutio huiusmodi formularum integralimn 
duplicatarum, si ad liguram in basi datam veluti ABYX fuerit accommo- 
danda; sin autem utramque integrationem indefinite expedire velimus, ut 
prime sumta % constante quaeramus integrale J Ycly, quod rectangulo ele- 
mentari XYxX' = ydx convenire est intelligendum, siquidem in dx ducatur, 
deinde vero in integratione formulae JdxJ^ Vdy quantitat^m ^ = X Z eaudem 
manere concipiamus sola x pro variabili sumta, turn valor prodibit rectan- 
gulo indefinite AFYX= xy respondens, siquidem constantes per utramque 
integrationem ingressae debite definiantur. At si spatii istius reliqui termini 
praeter lineas XY et PY ut indefiniti spectentur, integrale JJ Vdxdy reci- 
piet binas functiones X -j- Z indefinitas, illam ipsius x, banc vero ipsius y. 
Quodsi ergo ad calculum inaximorum et minimorum haec deinceps accom- 
modare velimus, quoniam maximi minimive proprietas, quae in spatium quod- 
piam datum. A1)YX competere debet, simul quoque cuivis spatio indefinito 
veluti APYX conveniat necesse est, duplicem illam integrationem modo hie 
exposito indefinito administrari conveniet. 


PEOBLEMA 20 


165. Si I'' sit formula quaecimque ex ternis variaUUhus x, y, s eanmigue 
difji'erentialihus mnposUa, invenire mriationem formulae integralis duplicatae 
Vdxdy, dmi q%iantitati z, quae ut functio hinarmn x et y spectatur, variationes 
quaecunque tribuunhir. 


SOLUTIO 


Ad speciem differentialium tollendam statuamus 
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ut V fiat fuactio quantitatum finitarum x, y, 0, p, p', q, q', q", r, r\ r", r etc. 
Turn ponatur eius differentiale 


c? F= Ld% + Mdy + + Fdp + Qdq + Bdr 

+ Fdp'+Q'dq' +JR'dr' 


etc.; 


+ Q"dq" + B"dr'' 
+ B"'dr'" 


ex quo cum simul eius variatio dV innotescat, ex problemate praecedente 
colligitur variatio quaesita 


d U Vdxdy = fjdxdy 


Nds-\-Fdp Qdq -\- Fdr 

+ P'dp' + Q'dq' -I- B'dr’ 

+ Q"dq" + B"dr" 

+ B"'dr”' 
etc. j 


Quodsi iam, uti § 164 fecimus, ponamus variationem dg = co, (.piain ut func- 
tiouem quamcunque binarum variabilium x Qi y spectare licet, iudidem ist^im 
variationem concludimus fore 



COEOLLAEIUM 1 

166. Si ergo utriusque functionis ^ et dg^m indoles seu ratio com- 
130S1 lonis ex binis v^'aiiabilibus a; et 2 / esset data, turn per praecepta ante 
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exposita variatio formulae iutegralis duplicatae Vdxdy assignari posset, 
quomodocunque quantitas V ex variabilibus x, y, z earumque differentialibus 
fuerit conflata. 

OOEOLLAEIUM 2 

167. Totum scilicet negotium redibit ad evolutionem formulae iutegralis 
duplicatae inventae; quae cum pluribus constet partibus, siugulas partes per 
duplicem integrationem, uti ante explicatum, tractari conveniet. 


SOHOLION 


168. Quando autem ratio functionis z non constat eaque demum ex 
conditione variationis elici debet, ita ut ipsa variatio dz = ca nullam plane 
determiuationem patiatur, quemadmodum fit, si formula J'J' Vdxdy valorem 
maximum minimumve obtinere debeat, turn omnino necessarium est, ut sin- 
gula variationis inventae djy Vdxdy membra ita reducantur, ut ubique post 
signum integrationis duplicatum non valores difE'erentiales variationis 5z = (a, 
sed haec ipsa variatio occurrat; cuiusmodi reductione iam supra in formulis 
binas tantum variabiles involventibus sumus usi. TaEs autem reductio, cum 
pro formulis integralibus duplicatis minus sit consueta, accuratiorem expli- 
cationem postulat. Quein in finem observe buiusmodi reductione perveniri 
ad formulas simpliciter integrales, in quibus alterutra tantum quantitatum x 
et y pro variabili habeatur altera ut coustante spectata, ad quod indicandum, 
ne signa praeter necessitatem niultiplicentur, tails forma J' Tdx denotabit 


integrale formulae differentialis Tdx, dum quantitas y pro constant! babetur; 
similique modo intelligenduin est in bac forma J‘ Tdy solam quantitatem y 
ut variabilem considerari, quod eo magis perspicuum est, cum bac conditione 
omissa, bae formulae nullum plane significatum essent habiturae. Neque 
ergo in posterum opus est declarari, si T ambas variabiles a; et y complec- 
tatur, utra earum in formulis integralibus simpbeibus J Tdx vel y Tdy sive 
constans sive variabilis accipiatur, cum ea sola, cuius differentiale exprimitur, 
pro variabili sit babenda. In formulis autem duplicatis JJ fdxdy perpetuo 
tenendum, est alteram integrationem ad solius x, alteram vero ad solius y 


variabilitatem adstringi perindeque esse, utra integratio prior instituatui. 
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PEOBLBMA 21 

169, Variationem formulae integralis duplicatae Vdxdy in praecedente 
proUemate inventam ita transformare, u,t post signwn integrate duplicatmn ubique 
ipsa variatio = co oecurrat exturbatis eius differ entialihus. 

SOLUTIO 

Quo haec transformatio la.tius pateat, sint T et v functiiones quaecunque 
binarum variabilium x et y et consideretur haec formula duplicata jj* Tdxdyi^^^ ^ 
quae separata integrationum varietate ita repraeseutetur jdyf Tdxi^-^, ut 
in iutegratione f Tdx{^ sola quantitas x ut variabilis spectetur. Turn autem 
erit dx = dv, quia y pro constante habetur, ideoque liet 

fTdv^Tv—fvdT] 

ubi cum in differeutiali dT solius variabilis x ratio liabetur, ad hoc declaran- 
dum loco dT scribi convenit dx(j^y ita ut sit 

(£) “ (S 

hincque nostra formula ita prodeat reducta 

f/TM, (^l) . 

Simili modo permutatis variabilibus consequemur 

ffxa.iy Q - Q . 

Hoc iam quasi lemmate praemisso variationis in praecedente problemate 
inventae reductio ita se habebit 

ffPi.dy (f”) =/>„*; -JJM, (fl), 

(ff ) -/■>-* . 

Porro pro sequentibus membris sit primo ('—') = u ideoaue = (-) 
unde colligitur ^ 
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(^) (g) (g«) (g), 

ac postremo membro similiter reducto fit 

(^) -/ Qi, (g) -f coi, (g) (g«). 


Per eandem. substitutionem babebimus = bincque 




'^Zco 

dx 




■ //«'•**<**' I 
quae forma ob 

(S) = -fo^dx (^) 

abit in banc 

iSr) - (f ) +//»-<«rfy (g|) -/«.«!/ (f )■ 

Turn vero pro tertia forma huius ordinis nauciscimur 

JjQ'UUiy (-^g) =/e"^. (g) (^1) (gT). 

Porroob(£)-(^:)m.„ente.= g)fiet 

jj Bircrfy (il') -J'iirfy (g) (g) +ffvdxd,j {^) 


et 


ffvdxdy =fcody (^) -ffcodxdy (g 


ita ut sit 

JjMdxdy{'‘‘^)=jMy{^)-fdy 


P) (^) +/“'*!' (^) 

.ao:/ \M/ J \ dx^ ) 


~ffadxdy{^). 


Demde ob (gg^)-(gg) erit 

JjKdxdy (gg) _ B'v -fmlx (g-) + ffvdxdy (gg) (g-). 


et quia Me 

Lronhaudi Euleri Opera omnia I is Institufciones calculi iategxalis 
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■ ffvdxiy (!“-) ~fmdg (^) -ff«,dxiy 
conchidimus fore 

Tandem permutandis a; et «/ Mnc colligimus 


B''dxdy (■ 


doo 

dtfj- 


et 


■/(|)^Kf)+/“ 


clxdy 






Quos valores si snbstituamus, reperimus 


d J^j^Vdxdy = jyoidxdy 


■^-(S)+m) 

_ r ^ ^ 

\ da;“ / 

("') + ("« 

\cly / \dxdyj 

/ d^B' \ 
Kdx^dy) 

,(ddQ"\ 

^\dy^) 

(d^B''\ 

KdxdyV 

(dUr'\ 


\ df ) ^ 


■JPwdy+fFmdx+fQdy (^|) -JoKte (‘*^* ) + C'm+J Q"dx 

(Si) -/(£)‘<Kf )+^'(s) 

_ r(do^\j (div"\ 

j \dxj Ai j a uw^n-Js, ; -j ua A A H {.JH iy ) 
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COEOLLARIUM 1 

170. Huius expressiouis pars prima satis est perspicna, reliquae vero 
partes commode ita disponi possunt, nt earum ratio comprelieadatur: 



COEOLLARIUM 2 

171. I-Iic levi attentione adhibita mox patebit, quomodo istae partes 
ulterius continuari debeaiit, si forte quantitas F differentialia altiorum graduum 
complectatur. 

GOEOLLAEIUM 3 

172. In liarum formularum integralinm aliis, quae differential! dy sunt 
affectae, quantitas x constans sumitur, cui tribuitur valor termino integrationis 
conveniens; aliis vero, quae differential! dx sunt affectae, y est constans et 
termino integrationis aequalis, unde patet in terminis integrationum tarn x 
quam y recipere valorem constantem. 

SOHOLION 1 

173. Haec ergo variationis formula ad eum casum est accommodata, quo 
utriusque integrationis termini tribuunt tarn ipsi x quam ipsi y valores con- 

6'J« 


468 appendix m CALOtJEO TIBIATIONUM CAPUT Vll § 173-174 [594-595 


stantes. Velnti si de superflcie fuerit quaestio, formula integralis fj‘Vdxdy 
ad rectangulum APTX (Fig. 7, p. 460) in basi assumtum est referenda eius- 
que valor ita definiri debet, ut sumtis x~0 et y = 0, qui sunt valores ini- 
tiales, evauescat, quo facto statui oportet = et y = AP, qui sunt valores 
finales; atque ad eandem legem ipsa variatio inventa est expedienda. Quodsi 
iam ea quaeratur superficies, in qua formulae j j Vdxdy hoc modo definitae 
valor fiat maximus vel minimus', ante omnia necesse est, ut pars variationis 
prima duplicem integrationem iuvolvens ad nihilum redigatur, quomodocun- 
que variatio d» = (o accipiatur, unde haec nascetur aequatio 

__ I _ (A^'\ 

\dy ) ' \dxdy) \dx^dy) 

, ( ddQ'' \ (dm"\ 

~^ \ dif ) \dxdy“) 

\ dy^ ) 

qua natura superficiei hac indole praeditae exprimetur. Constantes autem per 
duplicem integrationem ingressae ita determinari debent, at reliquis varia- 
tionis partibus satisfiat. 


SCHOLION 2 

174. Quo haec investigatio in so maxime abstrusa exenqiJo illustretur, 
ponamus eiusmodi superficiem investigari debere, quae inter omnes alias ean- 
dem soliditatem includentes sit minima. Hunc in linem efficiendum est, ut 
haec formula integralis duplicata 

ffdxdy{s - 1 - d /(I + 

maximum minimumve evadat.’) Cum ergo sit 

F = ^ -I- a 1/(1 + _j_ p 'p ') ^ 

, i=0, Jf=0, N==l 

IfMethodus inveniendi lineas curvas, cap. V; vide notam p. 375. F. E, 



^OBMULAE INTEGRALES UBI s EST FUNCTIO IPSARUM X ET 


atque 


ap 


ideoque 

existente 


y{i-\rPP-[-p'p) 


et P' = 


ap 


V{l-\-pp-\-p'p') 

dV== Ndg + Pdp + P'dp’ 
dg =pdx -\-p'dy, 

Quare superficiei quaesitae natura liac aequatiorte exprimetur 


N- 


Est vero 


(dp\ 

(dP'\ 

\dx/ 

\dy) 


0 sen 





.. (f 

\dx J 

(1 -\-pp-\-p'p'y V 

(dp\ 

- ® ((■ 

\dy) 

(1 +PP Ppp^ji V 


ubi notetur esse = Ex quo ista obtinetur aequatio 

= (1 +,y) (I) _ (|) + (1 
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quam autem quomodo tractari o]3orteat, baud patet, etiamsi facile perspi- 
ciatiir in ea aequationem pro superficie sphaerica ss = cc — xx — yy, quin 
etiain cylindrica sz == cc — yy contineri. 




SVPPLEMENTVM. 

CONTINENS 

EVOLVTIONEM CASVVM SIN- 
GVLARIVM CIRCA INTEGRA- 
TIONEM 

AEQVATIONVM 

DIFFERENTIALIVM. 



EVOLDTIO 

OASUDM PE0ESU8 SIEGTOLAEIDM CIECA 
INTEGRATIONEM AEQUATIONUM DIEEEEBNTIALIOM 


1. Cum adhuc plurimae atqiie inter se maxime discrepantes methodi sint 
in medium allatae aequation.es differentiales integrandi , quaestio exoritur 
sunimi sane momenti, an non unica detur eaque aequaMlis inetliodns, cuius 
ope omnes illas diversas aequationes differentiales, quas etiamnum resolvere 
licuit, integrari queant. Nullum enim est dubium, quin inventio talis metliocli 
maxima incrementa in universam Analysin esset allatura. 

Fluribus Greometris quidem separatio binarum variabilium huiusmodi 
methodum suppeditare est visa, cum omnes aequationum differentialium inte- 
grationes vel hac ratione sint integratae vel eo facile possint revocari. 
Praeterquam autem. quod haec methodus substitutionibus absolvitur, quae 
plerumque non minorem sagacitatem postulant quam id ipsum, quod quae- 
ritur, ac nonnunquam soli casui deberi videntur, haec methodus etiam 
neutiquam extenditur ad aequationes differentiales secundi altiorumque gra- 
duum; et qui tales aequationes adhuc tractaverunt, longe alia artiflcia in 
subsidium vocare sunt coacti. Quamobrem separationem variabilium nequa- 
quam tanquam methodum uniformeni ac latissime patentem spectare licet, 
quae omnes integrationes, quae adhuc successerunt, in se complectatur. 

2. Talem autem methodum universalem iam pridem^) mihi equidem indi- 
casse videor, dum ostendi proposita quacunque aequatione differentiali sive 

l) Vide L, Euleri Commentationem 44 (indicis ExESTROEMiiVNi): Be infmiUs curvis eiusdem 
(feneris, 8e%i methodus inveniendi aegiiaiiones infinitis curvis emsdem generis^ Comment, a cad. 
sc. Petr op. 7 (1734/5), 1740, p. 174 paginaturae phmae, p. 180 paginaturae alteriiis, imprimis 

Lisonuaudi Euniiiii Opera omnia Ii» Inetitutiones calculi integralie 
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primi sive altioris gradus^) semper dari eiusmodi quantitatem, per quam si 
aequatio multiplicetur, evadat integrabilis, ita ut hoc modo nulla plane sub- 
stitutions alibi anxie quaerenda sit opus. Ex quo non dubito hanc methodum 
aequationes dififerentiales ope multiplicationum, ad integrabilitatem revocandi 
tanquam latissime patentem atque naturae maxime convenientem pronuUciare 
cum nulla integratio adhuc sit expedita, quae hoc modo non lacile absolvi 
possit. Oum scilicet omnis aequatio differentialis primi gradus in hac forma 
Pdx + Qdy = 0 contineatur denotantibus litteris F et Q functiones quas- 
cunque binarum variabilium x et y, semper datur eiusmodi multiplicator M, 
itidem functio quaedam ambarum variabilium x et y, ut facta multiplicatione 
haec forma MPdxFMQdy flat integrabilis; cuius propterea integrals quanti- 
tati constant! arbitrariae aequatum exhibebit aequationem integralem aequa- 
tionis differentialis propositae Fdx-]- Qdy = 0, quae eadem ratio quoque in 
aequationibus differentialibus altiorum graduum locum, habet. Verum hoc 
argumentum hie fusius exponere non est animus, sed potius praostantiam 
hums methodi prae separations variabilium etiam eiusmodi casibus, quibus id 
mimme videatur, simulque summam eius utihtatem liic declarare constitui 


3. Quoties scilicet in aequatione 
separatae, to turn negotium vulgo ut 
quidem huius aequationis 


differentiali variabiles x et y iam sunt 
iam confecturn spoctari solet, quando- 


Xdx + Ydy = 0, 


ubi X denotat functionem solius a; et Z solius 


y, integrals in 


promtu est 


J Xdx -\-J Ydy == Const. 


Interim tamen saepenumero usu venire potest, ut hoc 
mtegrahs simplicissima obtineatur vel ea deiniim per 
derivari debeat. Veluti ex hac aequatione 


pacto neutiqnam forma 
])lureH ambages indo 


u,y 

X y 


:() 


LEomAUBi Euimi Opera omnia, mxiB, I ^^2 Of rmn, 

Commentatioaen. 269 et volumini., 23 Commentationes 429 ’efo 700 V I 7 r .T 7“'' 
ccacuU integralis vol. I, § 443-530, vol. II S 865-997 r ’ ’ -n ^ Instdiikonum 

toL llGtl2. LS huLERi Opera omnia^ series I, 

1 ) Suppleudum est: „cums integratio adhuc suocessit‘\ L. S. 
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primo elicitur integrale logarithmicum 

“ 1 “ hy == la, 

unde quidem statim se prodit algebraicum aji/ = a, Verum ex liac forma 

_ Q 

aa XX ' aa yy 

integratio solita praebet 

Ang. tang. ^ + Ang. tang. = Const. , 

unde non ta,m. facile forma integralis algebraica = 0 deducitur. Ac 

ct a 

proposita hac forma 

^ dy _ Q 

Y(ai-l5x + yxx) y(,cc + fiy + yyy) 

in genere ne patet quidem., utrum utraque pars integralis arcu circulari an 
logarithmo expriinatur. Interim tamen eius integrale ita algebraice exbiberi 
potest 

CC(x — yY -\- 2y Cxy (30 (x~\-y')-\-2aG~\-^^^ — ay = 0, 

quae certe forma simplicissima nonnisi per plures ambages ex integral! 
transcendente derivatur. 

4. His quidem casibus perspicitur, quomodo reductionem ad formam 
algebraicam institui oporteat; sed ante aliquot annos eiusmodi integratioues 
protuli”), in quibus ne hoc quidem ullo modo praestari potest. Veluti si 

1) Editio priiiceps: Ang. tang, x + Ang. tang, y ==* Const* Correrit L. S. 

2) Vide Institutionum calculi integralis vol. I, § 580, Leonuardi Euleri Opera omnia^ series I, 
vol. 11. L. S. 

3) Vide L. Eulkri Commentationes 211, 251, 252, 263, 261, 264, 345 (indicis Enestroe- 
MiANi), LicomARM Euleri Opcra omnia^ series T, vol. 20. Of. etiam volnminis 21 Commentationes 
506, 581, 582, 605, 676, 714, 818; porro (ad Oommentationem 506) 1. L. be LAaRAKG-E, Sur 
Vintegration de c[iiGlques Equations differ entielles dont les indetermines sont separees ^ , mais dont cJiaque 
membre en partlcitUer n'est point integraUe^ Miscellanea Taurin. 4, 1766/9, II, p. 98; Oeuvres 
de Lagrange^ t. II, p. 5. In Oommentatione 251 Eulerus ipse ait se has aequationes integrals 
algebraicas turn primum contemplatum esse, cum anno 1751 mandatn Acadeiniae Berolinensis de 
opore Oomitis I. C. Eagnano, quod inscribitur Frodimoni matematiclie (Pesaro, 1750), retulisset. 

L. S. 
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proposita sit haec aequatio^) 

dx dy A 

■)/(l + V^f) ~ ’ 

integrationem neque per logarithmos neque arcus circulares expedire licet, ut 
inde deiuceps simili ratione aequatio algebraica colligi posset; interim tamen 
ostendi liuius integrate idque adeo completum hoc modo algebraice exprimi 

0 = 2 (7 + ((7(7 — 1) (aja; + 2/^/) — 2 (1 -t- (7(7) xy -[-2 Gxxyy , 

nbi (7 denotat constantem per integrationem ingressam. Quin etiam huius 
aequationis multo latius patentis 

, dy 

y(a-jr2j3x-\-yxx+ 2Sx^ i- sx^) /(a + 2 /3 y + yyy-{-2 Sy^ + ey^) ^ ^ 

integrate completum est®) 


0 == 2«(7+ /?/5 -ayi- 2((3G~ a^)(x -)- y) -|- (GG~ ue)(xx + yy) 

+ 2(rG~ GG- ae - fid)xy + 2(d G~ ^yxy(x + y) + (2e 07+ -- re)xxyy 

denotante G item constantem quantitatem arbitrariam per integrationem in- 
ventam. His igitur casibus perspicuum est separationem variabiliuin, qua 
aequationes differentiates sunt praeditae, nihil plane iuvare ad integndia 
eaium forma algebraica contenta eruenda, ex ,pio merito eiasmodi mothodus 
esi eiatur, emus beneficio haec integralia statim ex aequationibus differen- 

ten. 


ueri now T idm.ooram ohti- 

eradarS inW r “ff ""f “ifferentialea mnltiplicofao ita integrabiloa 
evadant nt mtegi-alia atabm algebraice expreeea prodoaot. Quod quo clariue 

p ispiciatm, abaequatione pmnum proposita + exordiar onae nor 

statta praebet .d. + .d, = S. inteZl^:; ITJ” 

Opera omnia, series I, voL 11. L S vol. I, 6.12, Leonitahdi Eulert 

2) Yide § 22 huius Supplementi. L, g. 
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Hoc ergo modo sublata separatione aeqnatio in aliam transformatur, quae 
integrationem admittit, ex quo intelligitur metliodum ope multiplicatorum 
integrandi id praestare, quod a separatione variabilium immediate expectari 
nequeat. Idem evenit in aequatione + !!^J/ = q, quae per multipli- 
cata integrale praebet x’'Y - G, dum ex ipsa aequatione proposita statim 
ad logarithmos luisset perventum. Simili modo si liaec aequatio separata 


dx 




dy 


= 0 


l-\-xx 1+yy 
multiplicetur in ^ aequatio resultans 

dx{l +yy) + d y {l+xx ) _ 

(x + yj^- "-U 

integrationem iam sponte admittit praebetque integrata 

’ 1 “p ^y ri i- ^ y 

= Const, seu — =- « 


x + y 

Hanc vero aequationem 


l — xy 


2 dx . dy 
ca;. 1 


■ = 0 


1 ' 1 + yy 

multiplicari convenit in prodeat 

2dx{l +a;a;) (l + yy) + d y{ xx + 1 )^ ^ „ 
\^xy + xx — iy ’ 

cuius integrale reperitur 

xxy — ‘2x — y rf j. 2x + y — xxy 

,v - , = Const, seu v 

2xy + xx — l ‘2xy + xx~l 


a. 


6. Contra haec exempla, quibus integralia algebraica sine subsidio sepa- 
rationis sunt eruta, obiicietur multiplicatores negotium hoc conficientes ex 
ipsis integralibus illis transcendentibus, ad quae separatio variabilium imme- 
diate perducit, esse conclusos iisque adeo prae'stantiam methodi per multipli- 
catores procedentis neutiquam probari. Cui quidem obiectioni primum re- 
spondeo priora exempla statim ab inventis integrationis principiis simili modo 
fuisse expedita, antequam integratio per logarithmos erat explorata, quae 
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ergo niTllum subsidium eo attulisse est censenda. Turn vero, quamvis con- 
cedam in posterioribus exemplis integrationem per arcus circulares multipli- 
catores illos idoneos commode suppeditasse, id tamen in ipsa evolutione 
minus cernitur eademqne integratio sine dubio inveniri potuisset, antequam 
constaret formulae q integrate esse arcum circuli taugenti x respondentem. 
Verum aequatio supra [§ 4] allata 

dx . d ij „ 

1/(1 + ^ W~+V) ~ ’ 

cuius integrate completum algebraice exhibere licet, nulli amplius dubio 
locum relinquit; cum enim neutrius partis integrate ne concessis quidem 
logarithmis vel arcubus circularibus exMberi possit eiusque forma ad genus 
quantitatum transcendentium etiamnum incognitum sit referenda, haec certe 
nullum auxilium ad integrate algebraicum inveniendum attulisse censeri potest. 
Atque hoc multo magis de aequatione ilia latius patente in § 4 proposita est 
tenendum, quippe cuius integratio omnino singularis ex principiis longe di- 
versissimis a me est eruta. 


7. Methodus autem, qua turn sum usus, tantopere est abscondita, ut vix 
ulla via ad eadem integralia perducens patere videatur, et cum separatio 
vanabilium nihil plane eo contulisset, vix etiam quic(iue,m ab alteim mothodo 
■ ™^l^^P^i<^^tores adstncta sperari posse videbatnr, propterea (|uod turn ipse 
adhuc in ea opmione versabar per multiplicatores nihil praostari posse, nisi 
quatenus separatio variabilium eodem manuducat, quandoquidem quaestio 
Cl eientiaha tantum primi gradus implicaret. Deinceps autem I'e diligentius 
considerata perspexi, quoties aequationis cuiusque dilferentialis integrate com- 
p etum exhibere licet, ex eo vicissim semper eiusmodi multijdiciitorora elici 
possm pei quern si aequatio differentialis multiplicetnr, non solum fiat inte- 

'P®'™ integrate, quod iam erat cognitum, 
eproducere debeat; ad hoc autem omnino necesse est, ut integrale completum 

irderfta;. “ particulai-ibus nihil pime pro hoc ccopo 

Si emm proposita sit aequatio differentialis 

Pdx + Qdy = 0, 

ciiiis integrate completum undecunque sit cognitum, constabit id aequatione, 
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quae praeter binas variabiles a: et i/ et quantitates constantes in ipsa aequa- 
tione differentiali contentas insuper quantitatem constantem novam prorsus 
ab aibitrio nostro pendentem coniplectetiu'. Quae si littera G indicetur, 
eruatur eius valor ex aequatione integrali ac reperiatur C=Y eritque Y 
certa quaedam tunctio ipsarum ® et j/j tum auteni bac aequatione differen- 
tiata Q — dV differentiate d V necessario ita formulam differentialem Pdx -j- Qdy 
continere debet, ut sit 

dY= M(Pdx Qdy), 

ex qua forma multiplicator 3£ ad hoc integrate C — Y perducens sponte se 
oft'ert. 


8. Quo haec operatio aliquot exemplis illustretur, sumatur prime haec 


aequatio 


mdx 


+ 


ndy ^ y 

y 


cuius integrate completuin cum sit = G, instituta differentiations prodit • 

0 == + nx”‘y”~^dy seu 0 == x”‘y'‘ 

unde patet multipticatorem ad hoc integrate ducentem esse x”‘y”. 

Delude cum huius aequationis 

_ ^ dy ^ Q 

l+xx'^l+yy 


integrate completuin sit 1 — xy — G(x -j- y), valor constantis arbitrariae bine 

lit cuius differentiatio praebet 

» + 2/ ’ ^ 


0 = 


• dx (1 -1- yy) — dy (1 + 


— i seu 0 


_ (l + a;a;)(l+j/ y ) f dx 


(x + yf " + 

( 1 ^ |~ CG f 1 ** I"" 1/1 

unde multiplicator quaesitus est = — (5"+^® 

Proposita porro sit haec aequatio 


/ dx . 

\1 + a:a: 1 


dy 


+yy 


dx 


+ 


dy 


y(a + 2§x + }'xx) ]/(K + 2/3i/ + yi/2/) 


= 0 , 
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cuius integrale completum 

GG(x — yf—^^ G(a + /?;» + /5 2/ + y^'y) + — ay = 0 

dat primo^) 

(7= «+/3(a;+y)+P'3;y- |- /(«c{+2K/3 (x+y) + a y { xx-\ -yy) + 4 +_2 liyxy {x-\-y) -\-y yxxyy) 

[x-yf ‘-- 

seu 

G = ^ + K^ + y)+7 ^y + V{<^ + + j/rca;) (« -f- 2/?t/ + yyy) 

b-y? ■ 

vel concinnius 




'0 ^ — « -f /? (i® + «/) + yxy + V{a + 2/?a; + yxx) (a + 2/:/?/ -|- yyy), 


unde different] ando fit 


0 = dx(l3 -j- yy) dy{l3 ya^ 

dx{^- {-yx) Y (u + 2^1 + yyy) _l_ YV) /(« + 2 /i« + yxui) 

V(«+ 2/Hx + yxx) '/((>: -h'-i/Jy + ryy) 

hincque colligitur multiplicator quaesitus 

ilf = (^ -|_ ]/(a + 2/3y-i- yyy) + (jS -f- yy) (/(„ q.. 2f:lx + yxx). 

9. Simili modo pro aequatione magis coinpl( 3 xa 


dx 


l/(« + 2 fix + yxx+2dx^+ sx'^) "*■ ]/(« + ^2[iy -h yyy f 2 S f + nf 


dy 


■■ 0 


6x eras mtegra complete supm [§ 4] exhibito mnltiplicator idoeous M iovesti- 
gaii potent, ex quo, si statim fnisset cognitua, idem lioe iiitegrale immediate 

,e " f ““ Pnrastitisse 

methodi [ 1 lineameiita novae atque maximc dosidei-andae 

mSc t aequatione diUei-entiali 

roultipficatoi' idoneus earn reddens iiitegi-abilem invenii-i quea,t. 


1) In his duabus aequationibus revera signum + ante radicem in 
aeqiiationes sequeutes inde obfcineantur, L. S. 


con ver kind urn esfc, ut 
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Ac pnmo qmdem in hoc negotio plurimnin obseivasse iuvabit, si miious 
humsmodi mnltiphcator mnotnorit, en eo facile inanitoe alioe idem ofecinm 
praeatanies erm posse. Quodsi enim mnltiplicator U aequationem diilereii- 
tialem P<!a:+ Qdy^O integrabilem reddat, ita ut sit 

fU(Mx+Qdy)-.r 

id60(^UG ci 6 (j[iiaitio intogrcilis T^= G, (jiionisini formulci 

AY = M{Pdx-\- Qdy) 

per furLCtioiiem qiiamcunque qiiantitatis Y multiplicata perinde manet inte- 
grabilis,^ perspkuum est hanc formam Mf\ Y, quaecunque functio ipsius Y 
pro f . T' accipiatur, semper multiplicatorem idoneum praebere, cum sit 

(Fdwi- gdtj)Mf:Y=clYf:Y 

ideoque iutegrabile. Inter infinites igitur bos miiltiplicatores idoneos quovis 
casu enm eligi conveniet, qui negotium facillime conficiat et integrals, si 
iuerit algebraicum, forma simplicissima esbibeat. Etiamsi enim integrate 
revera sit algebraicum, omnino fieri potest, ut id ne suspicari quidem liceat, 
nisi multiplicator idoneus in usum vocetur, quemadmodum superiora exempla 
abunde declarant. 

10. Sit ergo aequatio differentialis proposita hums formae 

dx 

X -r Y 

in qua X sit functio solius x et Y solius y, atque investigari oporteat eius- 
modi multiplicatorem M, quo ilia aequatio algebraice integrabilis reddatur, 
siquidem fieri potest; quod cum raro eveniat, vicissim assumta multiplicatoris 
forma M' indagasse iuvabit functiones X et Z. 

Sit priino multiplicator 

, 

(a + /3x + r!/)^ 

ut integrabilis esse debeat haec forma 

Ydx+ Xdy 
{a-^^x + yyY 

Lbonhardi Eulbiii Opera omnia I is Institutiones calculi integralis 
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Hinc sumta y constante colligitur integrale 

— T 

sumta autem . x constante prodit 

y{a-ir^x + yy)~^ 

quas anibas formas inter se aequales esse oportet; unde fit 

— YT-\-^Y{a + /?» + Yy)r:y = ■— j3X+ l3Y{a -j- jSx + a; 
/?X — j/r= /3j/(a + (5a; + a: — r: 2 /) 


seu 


sicque patet functiones J:x et F'.y ita comparatas esse debere, ut evoluto 
posteriori membro termini, qui simul x et y continerent, se inutuo tollant. 
Ex quo inteiligitur fore 


Statuamus ergo 
fietque 

^X~yY=§y 

unde colligimus 


J\x-= m^x + Const, et F'.y = niYy -i ■ Const. 
J: X— F'.y = m^x — mYy -|- n 


m^^xx — mYYVy + n^x f nYV ■■[■ na\ 
-[■ majSx -- maY'y -j f 

f 


X = + fHma + n)x-[- /'-[ l ^a), 

T = 13 {myYyy -I- / {in a — n) y -\- f I- no), 

et integralis aequatio algebraica erit 

mYy-^m±l{^YF^)y + f--ln<^ n. 

K + ^x + yy ^“^^onsl. 


seu 


m/Syxy + nYy — f+ = G(a -h I3x + yy) 
vel loco G scribendo G+~n erit concinnius 

m^Y^y - -I- {nyy - G{a -j-/3x + yy)- 
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IL Tideamus iam. sab qaibas coaditioaibas haec forma aeqaationis 
generalis ista ratioiie integrabilis evadat 

l_ Tidy 

Axx + JBx+G JJyij + Ey + F 

Comparatione ergo cum valoribus inventis iustituta colligitur 

B = ]cml3yy, 

B = hj3y(ma + n), B^]c^y(ma~n), 

0 = 'hy{f —no), F = 'k^(f ~ ^na). 

Quoniam hie totum negoijiu.m ad rationes littei'arum reducitur, sumtis pro 
primis aequalitatibus 

/3 = Ak et y = Bh 

concluduntur reliquae 


m 


1 


Bl-\-FA 


n 


Blc-Eh 


et f-- 


ADMilih’ ~ 2 ’ , ~ ^iJWhlch 

praeterea vero haec conditio requiritur, ut sit 

iA O-BB ^ I BF-FE 
hh M 

quae si habuerit locum, multiplicator idoneus erit 

M 

et aequatio integralis indo resultans erit per hk multiplicando 

__ {Bk - Eh)x (Bk ~ Eh)y_ A Gkk + BFhh _ ^ / 1 / r . , , , 

ADh ' 4yl7c ^ABU — ^[^[B k-\- Lh)-\- ^ 

quae immutata constante arbitraria Q ad hanc formam revocatur 

GAl^ 


AGkkFBFhh. 
2ADhhkk ’ 


(Axx F Bx 0)(_Byy F Fy F F) 

Tik(^Yi^Wi)^kxFB]iyf 


x + -^^-ai>h)(<j + 


E 

2D 


™ GGADU + 

' SADhk ■ 


seu 


2 _|_ g) -u G)==aG-{- 


AAC-BB . 4:DF-EE 
~ “r 


2h}i 


2]c]c 
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12. En ergo theorema minime spernendum, etiamsi eius veritas ex aliis 
priacipiis satis manifesta esse queat. 

Si haec aequatio differentialis 

hdx ^ hdy „ 

Axx-\-Bx-\-G ' Byy -{■ Ey -[-F 

ita fuerit comparata, ut sit 

4.AO-BB AJDF-EE 
Ml ' ~~ ' Me ’ 

turn eius integrale com'pletwn erit algebraicum atque hac aequatione expressum 

2Ax + B _ 2By-\-E ^/ 2Axi-B 2 Dyi-E \ _ iAG-BB 4D.F— BE 

^ -r I "1 ' J ~ 2/j/i + ^2 AF ' ' 

ubi G denotat comtanteni arbitrariam per integrationem invectam. Hoc vero inte- 
grate invenitur, si aequatio proposita ducatur in hunc muUiplicatorem 

{Ax x ^ -Bx-\- G) (Dyy + Etj + F) 

/Oa-j-jB ' 2 i) 2/ -}- JSv 2 
\ h Jc ) 


13. Quemadmodum multiplicatori M tribuimus formam 

XY 

W+h + ryf’ 

ita etiam formis magis complicatis uti licebit, quod quidom in gonere prae. 
stari nequit, Evolvamus autem inultiplicatorem 

= , 

(,cc + j}x+ yy -|- Sxy)'^ 

ut baec aequatio integrabilis sit efficienda 


Ydx-\- Xdy 

(cc + ^X + yy+J^yy = 

cuius integratio ad hanc perducit aequationem 
-Y _ 

W+M{cc^^x-^yy-\-Sxy) + -T: 2/ = -(7+“^^+ H" 
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quae transformatur in hanc 


y + Sx /3 + ^ 2 / ~ + /2/ + <^®2/)(^: a; — P: y), 

ubi evidens est statui debere 


y -{-dx 


et r\y = 


gy + g 


ut nulli termini occurrant, qui utramque variabilem simul complectantur. 
Hinc ergo fiet 


y -f- is X 


/3 +Jy 


vy + 


inde concludimus 


l-f 


ici + §x){tx + y) ^ _ (K + yyiCgy+fl) 
y + ^ + Sy 

-f 


Z = (a + ^x)(Cx + ?/) — (^ + Sx){ex + f), 
r = (a -|- yy)(Qj + (9) — + d y)(r]y + f) 

sive evolvendo 


X. -== (fj'Q - - S 0)xx + (a'Q ^7] -~ yd — df)x -[- ai] — yf, 
Y (y 'C-~(h) yy H- (cc? 4 - yd — j3y~ 8f)y 4 - — /?/, 

et aequatio integralis erit 

-I- y __ _ ^ 

y-\-Sx (y + Sx)(a + Px + yy + dxy) ’’ 

quae loco X substitute valore invento abit in hanc form 3 , m 

- Copst. 

a-}- px + yy-j-Sxy 


14. Transferamus haec iterum ad formam 

hdx Tody ^ „ 

Axx + JBx + 0 ~' Dyy + Ey +F 

ac fieri oportet 

A-=h(p'C— ^d), D = %C — d??), 

B = h(a^ Y Yr^-h- ^f)> 

G'=Ji(arj — yf), F — To(ad — ^f). 
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Primae aequationes praebent 


secundae vero 




A 

sr 



Sh’ 


. .,■«? Bio + Eh , . 

f-T — wmr — Bt-Ek ■ 


unde ex tertiis colligitur 


" { (®* + -s*) - 

Hinc a elidendo fit 


2(,AOno - BFhh){Alcr-Dh^) 
Bio -Eh 


= j{Alcy - I)]i^){JBlo + Eh), 


unde, cum esse nequeat 

Aliy ■— Bh^ = 0, 

quia alioquin fieret d = 0 et quantitates d, r], f infinitae, turn vero, quod 
praecipue est notandum, aequatio integralis prodiret Const. = Const., quo ergo 
casu nihil indicaretur, necesse est, ut sit 


seu 


ut ante. 


4(^ Glih — JDFhh) = BBM - EEhh 

iAC -BB _ iBE- EE 
hh Iclc 


Quod autem hie maxime animadverti meretur, est, quod, etsi tres litterae 
^ manent indefinitae, aequatio tamen integralis a praecedente nonnisi 
quantitate constante discrepat; prodit enim 


HMo l o{2A x + B) + h( 2 l)y + B) 

Blc—Eh 2 (Ahy -Jbhp)xy + {Blt-Eli)(Jx -\- yy) + 2 {Clo§ — Fhy) ~ 

sen 

yloy{2Ax + B) + ^lo{Bx + 2 C) - {ihx{2Dii + E^- vh(Ev + 2 F) ^ , 

lo(2Ax + B) + h(2Dy -|- E) “ ~ Const., 

quae forma, quomodocunque accipiuntur litterae /? et y, semper veram aequa- 
tionem integralem exhibet. Quod cum minus sit perspicuum, ostendisse suf- 
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flciet ambas partes /9 et j/ involventes seorsim sumtas eandem relationein 
inter x Qi y deflnire. Constitntis enim Ms duabns aequationibus 


~YAlcx + 2 D]iy + Bli; + Bh ' ’’ ^A]cx + 2 B'hy-i- Bh + Bh 

mnltiplicetur prior per Bli, posterior per Alt fletqne summa 

AMBlt - JEh)x + BhiBh - Eh)y + 2AGU-2BFh}i _ 
2 Ahx-\-' 2 Dhy^Blc-\-Bh 


== Const. 


■0 7 . p 7 , .. 

cuins valor utiqne est constans = ^ — , propterea quod 

^AGllt — ^BFhh Bit— Eh 

Bit + Eh 2 

unde patet propositum. 


15. Progredior nunc ad formam aequationum magis arduam, quae sit 

dx , ^ ^ Q 

yx'^yY 

sitque multiplicator earn reddens integrabilem 

M=PVX-yQVY, 

ita ut aequatio integrationem admittens sit 

„ , , Qdxyr , Pdyyx_f^ 

Pdx 4- Qdy -f - - H yf 

cuius utrumque membrum seorsim integrabile sit oportet. 

Pro priore ergo erit © = (11)’ posterioris vero integrale statnatur 
2VVX7, unde colligitur 


0 = 2X©+Ff et P = 2rQ + 

et ob priorem conditionem 


F 


dy 


27 


(ddV 

\dy 


+ 


SdY 
dy \dy 




ddX 
dx^ ’ 


ex qua aequatione, si loco T sumserimus certam functionem ip^riim a; et y, 
displciendum est, quomodo idonei valores pro functionibus X et Fobtmeantu . 
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16. Demus primo ipsi V valorem constantem, puta F= ac perveni- 
mus ad hanc conditionem 

ddT 

dy^ dx^ ’ 


quae aequalitas subsistere uequit, nisi utrumque membrum seorsim aequetur 
quantitati constanti, quae sit = 2a, unde colligemus 

X = axx -\-lx-\- c et Y= ayy -j- -j- e 

hincque porro 

+ ^ (?==^ = 2aa; + &, 

unde aequatio integralis completa colligitur 

2aa3i/ + (Zic + &!/ + 21/zr^ Const. 

Quocirca ista aequatio differentialis 


— _|_ ^ _■ ^ 

y(axx-]-bx + c) Viayy-l-dy + e) 

integrabilis redditur ope multiplicatoris 

M— (2ay -1- d)y(axx -t- &* + c) -J- (2aa; -|- h)y{ayy -(- dy -I- e) 
ac turn integrale completum reperietur 

2axy dx y(axx -j- bx -|- c)(ayy -)- dy -j- e) = C 

sen sublata irrationalitate 

CG~2G{2axy -{-dx-\- by) = (4ae — dd)xx -f (4ac — bb)yy + 2bdxy 

+ Ybex + icdy + 4ce. 

Haec autem aequatio differentialis multo latius patet ilia, quam initio § 3 
attuleram. 




17. Tribuamus nunc ipsi F hunc valorem 
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si p.nim loco exponentis 2 indeflnitum sumsissem, mox patuisset kanc pote- 
statem accipi debuisse. Erit ergo 


\dx) + icc-\- ^x + yyy’ 

fddT\ 6j3/3 , ( dd7 \ __ Byy 

\dx^ ) (« + /3a; + y 2 /)* \di/ ) (« + |3a; + yty)* 

His autem valoribus substitutis sequentes oriimtur binae formae 

i 2 /?iSz - ■^^(« + + ry) + + r?/)’ 

== 12;^^ r— (a + /3a; + yy) + + ^2/)^ 

quia igitur in priore y, iu altera x non ultra duas dimensiones assuigit, evi- 
dens est in formulis 

ddX I ddY 

~d^ w 

variabiles a; et ^ totidem dimensiones babere debere, quia alioquin termini 
QX X Qi y mixti utrinque aequales fieri non possent. Gum ergo ipsae functi- 
ones Z et r ad quartum gradum sint ascensurae, ponamus 

X=== J.a;*+ 2J3a;®+ 0®'+ 2I)a; + et 7 = %*+ 2S32/®+ K/fi- 2®// + 

Facta iam substitutione pro priori parte prodit 


12/3/3^a:* 
-24/3/3H 
+ 12/3/3^ 


+ 24/3 /3Bx’ 

4 12^^Cxx 4 24/3 /3J}a; 4 12/3 /37J 

— 3Q^I3B 

— 12;5/3G 

— 12^^B — 12a/3H 

— 24a/3^ 

— SGajSB 

— 12a|SC + 2aaC' 

+ 12^ I3B 

+ 2i3/3C' 

4 4a/3 O' 

+ 24a/3^ 

-j- 24:a(3B 

4- 12aa^ 

4- 12aa5 


- ^^.^yAx^y - SG^ySx^y - 12^yCxy - 12^yDy 
+ 24.l3yA +24/3/:B + + 4a/ C 

-k 24a/H + 24a/5 

4- 12//^a;a;2/^ + 12//.Ba:2/2/+ 2yyGyy, 


Leoshaudi Bueebi Opera omnia Ii3 Institntiones calculi integraUs 
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qui termini in ordinem disponantur 

ViyyAMyy + ViyyBxyy + 12y(2aA — ^B)xxy 
+ ‘^YrCyy + - ^G)xy -|- 2{&aaA - Qa(^B + ^§C)xx 

+ 4^(a(7— 3jdD)4/ + i[QaaB — 2a§GA- 3/?/?i))a; + 2(««(7— Qa^JD -f 6/?/?_K). 

Simili vero mode altera pars erit 

12^ I3^xxyy + 12(S^^xxy + 12/?(2a2l - y^8)xyy 
-f" 2 ^ pf^xx -j- 8/?[3c£i8 — y^'jxy -j- 2(^6czo:3l — Qay^ -p yY^)yy 
+ 4/?(k^ 3'y^')x -j- 4(3aa95 — 2ayl^ -f 3yy^)y -f 2(aa^ — 6a/3) + 


18. Coaeqnentur nunc inter se termini homologi ntriusqne formae et 
sequentibus aequationibus erit satisfaciendum 


xxyy 

yyA^^^n, 

xxy 

2ayA-l3yB^l3l3B, 

xyy 

1 

II 

XX 

6o£0!j4 Gaf3 B -p ^ ^ G = 

yy 

yyG ~ BaaSl — Bay^S -p yylS,, 

xy 

3ayB ~/3yC= Ba/SSd — /SylS,, 

X 

3aaB ~ 2a^G+ B^/3D = a/3® - 3/3/®, 

y 

ayG— 3/3/D == 3aaig _ 2ayll -p 3//®, 

1 

ccaG Ba^D + B^yiE= acc® ~ Go:/® q- G//®. 

Tres autem primae aequationes tantum duas dant determina/tionoa 


/5 = 


2 a Ay SI 


et y=. 


BySt+Bj/l ^~Bysi~hSiVA' 
quarta et quinta itidem unicam determinationem suppeditant 

(7- g _ 3 /-S-B 

2^31 2 VT "2( J’ 

quae eadem quoque ex sexta sequitur; statuatur ergo 

3S3S 


C=MB 

2A ^ ^ 


et ^ 




-p n. 
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Septima et octava etiam unicain determinationem iuvolvunt 
JB-J/St +18yA~ 4A3tl/J.Sl 


vel 






4A'|/^’^4SiySI 2]/^ 2]/Sl’ 


statuatiir ergo 


^ B^ . nB . m 
1) = — — r + —-7 “T 


et ® 


SB® _^wa5 


m 


"Jaa^^~^Wa, -^^4S[2i^2St 2ys[’ 

qui valores in ultima aequatione substituti praebent 

a (inBB 12mB 333* 6wS3S , 12mS8 
U{AE- 3t($) = ^ + — + ^ ^ + 


2AA ' A 
quare commode statui licebit 


yA 2m 


31 


l/3l 


^ B* , nBB , mB 

16^“ 4:AA 2AyA ^ a’ 

^334 was SB _ wSB , l_ _ 
® "" le^ 43131 2311/31 31 


19. Cum autem sumserimus V— (a-j-px+yyy’ 

/iB(Ax^ + 2Bx^ + Oxx + 2Z)iC + B) , 2(2 Ag^+ SBxx + Gx + B) 

Q - ^ {<^+^^+yyy 

- 4 y( 3 iy + 2 S 82 /' + 6 ?/?/ + 2 %+®) 2(2 3iy + ^l^+ gl±g) 

(a + /3a; + y2/)^ (« + /3« + y2/) 


sive 


^ (a + (3a:+y2/)® 

.4 3iB,„+6.+ S) 4-2(8«g-y8y+ 2 (3;.8rlWjA^-=»g)!^^ , 

p= ~ {y+y^c+^ 

unde inyestiguri opoitet integrate formulae Mx + Qiy. ad quod d deinceps 
addatur aggregatum quantitati ooustanti aequata exlnbebrt 
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integrale completum aequationis 


yx^yr 

Pro illo autem integrali inveniendo ex prioribiis valoribus pro JP et Q ex- 
hibitis notetur fore separatim 


fQdy = Gxx + 2Dx- \- E) _ 2 {2Ax^ + 3 Bxx + Gx + D) 

^ vicc + ^x + yyy T(a + "■ + -P:a;, 

f P^^_ gy(%H2SB/ + (£yy + 25Sy + (g) 2 (2%“ + SSB?/?/ + K </ + 

^(« + /3a;Py«/)' ‘ Jioy+JxVvy) + ^'y> 

quae duae expressiones aequales esse debent; quern in finem ponatur 

et ^■„ = 2(%y + % + 9fj) 

fietque 


T (« + /?;» + yiiff Qdy 

+ Ayyxxyy 
+ dBfyxyy 
+ Y(2Aa — B0)xxy 
+ Nyyyy 

-{-{Aaa~Ba^-{-N^^)xx 
+ Y{2Ba-C^-{.^Np)xy 
+ y(2Na — D/3)y 
+ (Baa ~ Ga(3 + B/3^ + 2Na^)x 
+ -S/5^ - Dap + Naa 


H- /5a; + yyy f Pdx 
+ Kppxxyy 
+ /3(2Sla — '^y)xyy 
+ ^ppxxy 

-f- (Slaa — ^ccy '')iyy)yy 
-|- ^tp (3 XX 

+ P(2^8a — gy -I- 2‘')ly)xy 
+ (Saa — (i.ay + -|- 2''Jtay)y 

+ P(2Ma — 

+ ®rr ~ + ^naa. 


20. Hae conditiones 
modo sumatur 


cmn praecedentibus (§ 18) perfecte convsmunt, ai 


if-lC et 91_i.E, 

Bivida^a aingaloe terminos pe, ut prodeat valor for™lae 

y (a + /3 a; + yyffQdy, 
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qui sulbstitutis valoribus ante inventis reperietur 

xxyy'V A%-\- 


+jOny^+^ii^xyj+ 


5SS 


+ 


f- 


JBJB^ 


nB . ^ 

Kilyln ~ 12 iyjM 2 yaP U 31 YAn 3 SI 6 1/J.3I 21/st'^ 


w58 


m 


% 

_ ^ 

3[ ' vy^si^T 

J3S333 jiS 


+ ( 


njxy 


+ 


Bsm . M (5 1/81 + 351/^)^ 


1AA%YA%'^ 24^311/^^31 

Sit haec forma brevitatis gratia = 8 eiitqne integral© completum 


nB^ m(B Y^-^YA) , 

4^31 ^ 4^31 "^1/^31 


Const. 


sen 


(a+.^x + yijy 

8 + Yx Y = Const. (5 1/31 + B 1/.4 + 2 ^ 2 ; 1/3C + 2 YAf 
quod etiam hac forma concinniori exhiberi potest 

S-Y'VXJ^ Const. {^2-^ + 2a; + 22/1/81)'. 


Quare, dum functiones X Y conditionibus ante definitis sint praeditae, lioc 
mode habebitur integral© completum aequationis differentialis 


Yx^ Yx 

21. Haec investigatio aliquanto generalius institui potest tribuendo ipsi F 
talem valorem 

1 . 


quo facilius autem calculi molestias superare queamus, observe, dummodo 
variabiles a; et 2/ quantitate constant© augeantur vel minuantur, eum ad hanc 
formam reduci posse; expedite autem calculo restitutio facile instituetur. 

Considerabo ergo banc aequationis differentialis formam 


494 SUPPLEMEN-TUM PE AEQUATI OMBIJS DIPFERENTIALIBUS § 21-22 [025-626 

quam mtegrabilem reddi assumo ope multiplicatoris PVX-^ OVY nf 
grari debeat haec formula ' ^ ^“te- 

Pdx + Qdy + q- __ 0 

yx ' -j/r 

Statuatur partis posterioris integrale =2rVXF fletque, ut vidimus, 

+ e‘ P-2r(|^)+Kf. 

Sit igite r- ideoqM 


ita ut habeanius 


fgV _r-2y ■ , fdV)__ -2x 

\dx) {a + xyy \dy) (a"-|l [cyjs ’ 


<? = 




{a + xyf dx {a-i-xyf 


et P: 


*»; Ji. diJ 


{a-\-xyf ^ dy yiJ^xyf 


tv JL, 


iuncTlZ*ZX-‘JT' M™': adruitot; 


fPdx 

4 Y 

__ 2aY 

yy{a, + xy) 

yyia'+'oGy) 

f Qdy 

_ 4Z 

2flZ 

XX (a q- x 'y) 

xx{adf-xyy 


.^K. 1 I -T:// 
ydy a-l-xy yy ’ 

1 . jd:x 

xdx a-\^xy xx ’ 


quas duas formas inter 
xxyy{a + xyy habebimus 


se aequales reddi oportet. 


Multiplicando 


ergo per 


ixxr(a + xy)~2axxY~‘^MdI(. , . , , 

dy “i~ ^y) + : y . (a xyf 

~ ^yyX(a -\- xy) — 2 avvX xyydX, 

’ -dx io + d^'j) \-yyxl-.x.{a + x„)\ 


unde fingamus 


X — Ax^ + 2Px’‘ -f Oxx -p 2Px -|- X, 

== St/ + 233^= -p ‘2®2/ q- @ 

dX I 

== iAx^ -h 6Bxx-j-20x -p 2P et ^ 


= Lxx q- 3Px -p N, 

d^^-y = ^yy + my-\--'')l, 

== 43t/q- Q'S^yy -p 2^y -p 2S). 
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Hinc nostrae expressiones induent has formas 


xxyy{a + xyjf Qdy 

xxyy(a A- xyjj'Fdx 

-\- Lx*‘y^ 

-y^x^y*’ 

+ Mx^y^ 

4 2^8x^y^ 

2Bx^y^ 

4 Mx^y^ 

+ Nxxy^ 

— 2a%xxy‘^ 

+ 2(C+aL)xy 

+ 2((£ + a^)xSf 

— 2aAx*yy 

4 ‘^x^yy 

+ 2 (3D -j- aM)xxy^ 

— 2a^xxy^ 

— 2aBx^yy 

4 2(3® + am)x^yy 

H- aaLxxyy 

4 aa2xxyy 

+ 2(2D 4- c(,N)xy^ 

4 Oxy^ 

-1- Ox^y 

4 2(2® 4 

(2aB aaM)xyy 

4 Q^yy 

+ Oxxy 

4 (2a® 4 aaW)xxy 

+ (2aE + aaN)yy 

+ 0yy 

+ Oxx 

4 (2a(£ 4 aa'>}l)xx. 


22. Harum formarum coaequatio suppeditat sequentes determinationes 

Q = L, Jlf=2S, N^-2a%, ^ = -2aA, 

Z>-= — a95, S) = — fl-S, B==aa%, ^ = aaA, 

ita lit habeatur haec aequatio differentialis 

dx I dy 

y(Ax^ + Cxx-^-^Bx-^-B) ]/ — -f- Gyy~ 2aBy + aaji^ 

cuius integrale completum est 

'iBxxy — ^-—xyy—-'^aAxx — ^^yy+^Oxy — 'iaBx-]r^By-\-2'\/A.Y 

« Const. 

(a •+ xyf 


